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Struktur einer Schneeflocke

» Wie kann solch ein Muster in der Natur entstehen?

» Warum keine einfacheren Formen?

Abb.: SnowCrystals.com
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» Kann man vergleichbare Instabilitdten auch in diesen
Modellen erzeugen?

» Unter welchen Bedingungen ware dies moglich?
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Kristallisierung einer reinen Flissigkeit iy
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Modell

» Betrachtung zweier experimentelle Zusammenstellungen:
in (a) wird die Grenzflache (Front) durch zwei stabile ,
in (b) durch einen stabilen und einen instabilen Fixpunkt
verbunden

» Entstehung von dendritischem Wachstum ist nur unter
Bedingungen von (b) mdglich



. Mullins-Sekerka-
Modellgleichungen Instabilitat
(Instabilitdten
und
Musterbildung in
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» Betrachtung des zweidimensionalen Wachstums eines
Kristalls: Temperaturfeld gehorcht der
Warmeleitungsgleichung

Sonja Molnos

Ph3nomene und

87_[_ 67’5 Modell

— = D|AT, — = DsAT. 1

ot L L, ot S S, ( )
TL:TL(X7y7t)7 TSZTS(X7y7t)

()

T, Ts Temperatur der Fliissigkeit bzw. im Kristall
D+,Ds Diffusionskoeffizient in Fliissigkeit bzw. im
Kristall

» dquivalent zum chemischen Potential



Schematische lllustration der Randbedingungen
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1. Randbedingung

» Kontinuitdtsgleichung

» Warme, die an der Grenze aufgrund der Kristallisierung
gebildet wird £ Wairme, die durch Fliissigkeit diffundiert
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1.Randbedingung (Kontinuitatsgleichung)

A (3)

Lva = [DscS(VTs) = Dich(VTL)]
y:g‘(x,t)

L Latente Warme pro Einheitsvolumen im Kristall

S Spezifische Warme pro Einheitsvolumen von

pY
der Fliissigkeit und dem Kristall
v Normalgeschwindigkeit der Grenzfliche

A Einheitsnormalenvektor der Grenzflache, auf die
Fliissigkeit gerichtet

» einzige Annahme: Schnittstelle zwischen beiden Phasen
sehr diinn!
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1.Randbedingung (Kontinuitatsgleichung)

A (3)

Lva = [DscS(VTs) = Dich(VTL)]
y:g‘(x,t)

L Latente Warme pro Einheitsvolumen im Kristall

S Spezifische Warme pro Einheitsvolumen von

pY
der Fliissigkeit und dem Kristall
v Normalgeschwindigkeit der Grenzfliche

A Einheitsnormalenvektor der Grenzflache, auf die
Fliissigkeit gerichtet

» einzige Annahme: Schnittstelle zwischen beiden Phasen
sehr diinn!

» Dichteunterschiede zwischen Fliissigkeit und Festkorper
werden ignoriert
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2.Randbedingung

O Atom

Tr

YX Ts

X

» Wegen Erhohung des Druckes durch die gekriimmte
Phasengrenze, kommt es zu einer Erniedrigung der

Schmelztemperatur
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2.Randbedingung
(Gibbs - Thomson - Effekt)

s oo = TMlL= (/0] (4)
Ti| oy = Tl = (/)] (5)
0 (x.1)

mit K = Kk (x,t) =

\/1 (0C (x, 1))?

Ty Schmelztemperatur
~ Flussigkeit-Kristall Oberflachenspannung

t Kriimmung der Grenzschicht und ist positiv,
wenn der Kristall in die Fliissigkeit ausbuchtet
(Schwerpunkt der Krimmung liegt im Kristall)
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» Vernachl3ssigung von Konvektion in Fliissigkeit,
Verunreinigungen und andere Defekte im System
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» Vernachl3ssigung von Konvektion in Fliissigkeit,
Verunreinigungen und andere Defekte im System

» Vernachldssigung kristalliner Anisotropie
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» Vernachl3ssigung von Konvektion in Fliissigkeit,
Verunreinigungen und andere Defekte im System

» Vernachldssigung kristalliner Anisotropie

» diese 3 Gleichungen sind die Basisgleichungen zum

Beschreiben von dendritischem Wachstum in einer
reinen Fliissigkeit
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Vernachlassigung von Konvektion in Fliissigkeit,
Verunreinigungen und andere Defekte im System
Vernachldssigung kristalliner Anisotropie

diese 3 Gleichungen sind die Basisgleichungen zum

Beschreiben von dendritischem Wachstum in einer
reinen Fliissigkeit

wirken leicht |6sbar, da sie wie lineare Gleichungen
erscheinen, aber das sind sie nicht!
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Vernachldssigung kristalliner Anisotropie

diese 3 Gleichungen sind die Basisgleichungen zum

. .. . . Phinomene und
Beschreiben von dendritischem Wachstum in einer Modell
reinen Fliissigkeit

wirken leicht |6sbar, da sie wie lineare Gleichungen
erscheinen, aber das sind sie nicht!

Grund: sie beziehen die unbekannte Position und Form
der Schnittstelle durch die Grenzbedingungen ein



Vernachlassigung von Konvektion in Fliissigkeit,
Verunreinigungen und andere Defekte im System
Vernachldssigung kristalliner Anisotropie

diese 3 Gleichungen sind die Basisgleichungen zum
Beschreiben von dendritischem Wachstum in einer
reinen Fliissigkeit

wirken leicht |6sbar, da sie wie lineare Gleichungen
erscheinen, aber das sind sie nicht!

Grund: sie beziehen die unbekannte Position und Form

der Schnittstelle durch die Grenzbedingungen ein

Ort der Grenzschicht muss selbstkonsistent bestimmt

werden, um die Gleichungen zu I6sen abnimmt
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Abbildung : Photographie mit multiplen Belichtungszeiten von
einem wachsenden Dendrit

» Losen der Warmegleichung mithilfe der
Randbedingungen ohne der Gibbs - Thomson -
Bedingung

» Ergebnis in die Gibbs - Thomson - Bedingung einsetzen
und nach der Grenzfliche auflésen



Losung der Warmegleichung |

I.D

>

Interface {(x,t)

z I Is.D

X

» im Paper von Brener wird DGL geldst:

» Annahme: Ds = D,

» ldee: Umwandlung der Warmeleitungsgleichung mit

bewegten Randbedingungen in eine
Wairmeleitungsgleichung mit Inhomogenitat

0:T—DV°T =f
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Losung der Warmegleichung ||

» Berechnung mithilfe der Greenschen Funktion:

d t
(TM - To) CpLi1 + 7I€ (X’ ) =

p
p/(27) /OOO % /_O; dx' 0¢C (x,t —7)
exp (—% |:(X - x’)2 + [C(xt) = ¢ (X, t = 7')}2}) (8)

p Peclet-Zahl (dimensionlsloses Verhiltnis zweier
Geschwindigkeiten, hier: Verhatnis zw. Diffusions- und
Wachstumsgeschwindigkeit)

To Temperatur der FLissigkeit weit entfernt von der

Grenzflache

d Kapillare Lange (v TpcpL™2)

p Parabolparameter

Paper: Brener, EA and Mel'nikov, VI, Pattern selection in two-dimensional dendritic growth,

Adv. Phys., 1991
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Mullins-Sekerka-

Betrachtung der Stabilitat einer planaren Instabilitat

(Instabilitdten

Grenzschicht und
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» planare Grenzflache bewegt sich mit Geschwindigkeit v Sanja Molnos

» Einfiihrung des dimensionslosen Feld u:

T—Twm
u=-——

L/Cp ©) Mullins - Sekerka

- Instabilitat

» Ubergang in das mitbewegte Koordinatensystem
z=y—vtund Ds = Dt

Orus = D@fus + D@fus + vOyug,
Orup = D8§ up + Da)%uL + vOo,uyp,
us = us (x,z,t), z < ((x,t)
up =up (x,z,t), z> ((x,t)



RB der 2 DGLen
» Randbedingungen

|
z=((x,t)

—Vu
z=((x,t) L

vpo=D [VUS

» Geschwindigkeit v, in Normalenrichtung fi

Vo = Vn (X, (x,t),t) =Vv-i

u = —dk, u
s z=((x,t) t z=((x,t)
mit d = v Tycp/L?
us(z — —o0) =0, up (z —o00)=-1
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Losung der 2 DGLen |

> Ansatz:
up (Xa Z, t) = UL (Z) + eull_ (X?Z7 t) s
us (x,z,t) = Us (2) + eui (x,2,t),
C(Xa Z, t) =0+eC (sza t)
UL (z) =exp (—%z) -1, (Liquid,z > 0)
Us(z) =0, (Solid, z < 0)
0.0F
-02
04
u70.6
-0.8
10
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» unter Beriicksichtigung der Randbedingungen lautet die

Lésung bis zur ersten Ordnung in € (mit g, gs > 0):

Mullins - Sekerka
- Instabilitat

u = exp (—vz/D) — 1 + euk exp (—ikx — qrz + wit),
us = 0+ euy exp (—ikx + gsz + wyt),
¢ =0+ eCx exp (—ikx + wit)



Dispersionsrelation e

Instabilitat
(Instabilitdten
und
Musterbildung in
Kristallwachs-
tum)

» Ansatz in DGL einsetzen und reskalieren mit
K D
k:ga vV = Vd7wk:QKﬁ7 qL = QdLa gs = dS

Sonja Molnos

» erhilt folgende Gleichungen:

K2 + QLV + QK = QE7 e
K2 _ QSV + QK — Qg‘, - Instabilitat
K2(QL+ Qs) + V2 4+ Q= QLV

» suche Ldsungen mit Q;, Qs > 0 fiir alle K

Qi =2K> (K> = V) + V1+ K2 =V (V—2K?) K|,
Qs >20—=0<V <1



Dispersionsrelation |l

» im Paper ,Instabilities and pattern formation in crystal
growth” von Langer: Lésung durch Vernachlissigung des

Memoryeffektes (quasistationdre Naherung):

Wk

1

via—(v/D)] - D (q+q') dk?

kv [1 — 2de2}
v

Mullins-Sekerka-
Instabilitat
(Instabilitdten
und
Musterbildung in
Kristallwachs-
tum)

Sonja Molnos

Mullins - Sekerka

- Instabilitat



Reaktions - Diffusions - Gleichungen

» Modelle, welche beschreiben, wie sich die
Konzentration/Dichte von einer und mehr Substanzen
im Raum andert

d:q(r.t) = DAq(r,t) +R(a(r,t))  (18)

q Konzentration/ Dichte einer Substanz,
Population, ...

D Diffusionsmatrix

R lokale Reaktionen

» Nichlinearitat existiert in R und nicht in den
Randbedingungen

Mullins-Sekerka-
Instabilitat
(Instabilitdten
und
Musterbildung in
Kristallwachs-
tum)

Sonja Molnos

Mullins - Sekerka

- Instabilitat



Bewegungsgleichung fiir das Frontprofil  (x, t)

v

v

v

v

XA

&0t

GroRe g wird durch planare Front und einem
Korrekturterm beschrieben

a(rt) =a(xz-C(x1).0) +oa(xzt) (19)

kleiner Korrekturterm — Linearisierung der GI.(18) um q
kleiner Korrekturterm in Eigenmoden entwickeln

Gleichung wird auf nullte Eigenmode projeziert und
damit die Zeitentwicklung von ¢ herleitet
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Kuramoto - Sivashinsky - Gleichung M et
(Instaul:::iltaten
Musterbildung in
Kristallwachs-
tum)

Sonja Molnos

OcC (x,£) = vORC (x,£) + 5 (9 (x. 1)) = ADEC (. ).

Mullins - Sekerka
¢ Position der Welle (entspricht der Grenzflache) e
v entspricht Energieterm / Diffusionsterm
A > 0 lasst sich mithilfe der Eigenmoden und
Eigenwerte der um die ebene Welle
linearisierten Gleichungen darstellen

v Geschwindigkeit der ebenen Front



Dispersionsrelation
» Ansatz fiir ebene Welle:
((x,t)=a+pt = a=C((x,0), 8=0
» Ansatz fiir Stabilitdtsbetrachtung:

C(x,t) = a+ el (x,t),

» lineare PDE in 1. Ordnung ¢ :

01 (x, t) = 1/8)2<¢1 (x,t) — )\G)A('Cl (x,t),
(1 (x, t) = Cxexp (ikx + wit),
we = —vk? — \k*

> ebene Welle ist stabil gegen transversale Stérungen,
wenn

we<0&=v>0A>0
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Mullins-Sekerka-

Vergleich der beiden Dispersionsrelationen Instabilitat

(Instabilitdten

und

0.2-‘ I Musterbildung in
Kristallwachs-
0.0 tum)
Sonja Molnos
—0.2
w
-0.4
—0.6
Mullins - Sekerka
08 - Instabilitat
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

» v < 0: z.B. wenn Diffusionskoeffizient des Inhibitors
sehr groR

» in beiden Fillen wird ebene Welle instabil

» wenn man das Gebiet in laterale Richtung mit
homogenen Neumannrandbedingungen einschrankt, ist
die Lésung stabil



Vergleich der beiden Dispersionsrelationen |l M nevabiige

T : . . . . (Instaul::gtaten

Musterbildung in

Kristallwachs-
tum)

Sonja Molnos

Mullins - Sekerka
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» entweder es existieren ein ganzes Intervall instabiler
Losungen oder gar keine

es gibt kein A\, wie z.B. bei der Turing-Instabilitat
beim Experiment treten in der N3he der Instabilitat
Modulationen der ebenen Welle mit der Wellenlange
A =27 /k des groBtem Eigenwert w auf

fir k — 0 sind beide Eigenwerte null

v

v

v



Invantsov - Nadelkristall iy
(Instabilitdten
und
——— T T T T T T — ~—~ . T(0)<Ty Musterbildung in
Kristallwachs-
tum)

Liquid
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» schematisches Bild von einem Nadelkristall mit
sparischen Tip

» Annahme: Vernachl3ssigung der Seitenzweige —
Nadelgeformte Kristallisierung



Mullins-Sekerka-
Instabilitat
(Instabilitdten
und

» Erinnerung: Musterbildung in

Kristallwachs-
tum)

T [_—2 t Sonja Molnos
(T = To) ol + LM ot _ ’

d
v,/(2D / T/ antth—T)
Mullins - Sekerka

oxp (~ 2 [0 x)2 4 [y (o) = (4, t_Tﬂz]()zO)

» wenn man Oberflachenspannung vernachlassigt (d = 0),
ist die stationdre Losing durch lvantsov Parabel gegeben
(betrachtet nur vorderen Bereich des Dendrites —
einfachster Fall):



v

v

v

y=t—--x* (21)

Ivantsov-Ldsung ist instabil und Geschwindigkeit v bleibt
unbestimmt

Stérungstheorie um Ivantsov-Losung mit d als kleinem
Parameter

d muss ortsabhangig sein (Kristallanisotropie)

Geschwindigkeit v wird tiber Stabilitdtsbetrachtung
eindeutig selektiert

Mullins-Sekerka-
Instabilitat
(Instabilitdten
und
Musterbildung in
Kristallwachs-
tum)

Sonja Molnos

Mullins - Sekerka
- Instabilitat



Mullins-Sekerka-

Zusammenfassung Instabiitat
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» Erlauterung der Modelle und Randbedingungen zur
Beschreibung einer Mullins - Sekerka- Instabilitat

» Darstellung der Dispersionsrelationen der
Warmeleitungsgleichung einer planaren Front und der
Kuramoto - Sivashinsky - Gleichung

Zusammenfassung

» Vergleich der beiden Dispersionsrelationen — Instabilitat
der Front eines Reaktions-Diffusionsmodell ist eine
Mullins - Sekerka - Instabilitat

» Ivantsov - Ldsung vorgestellt (Lésung der Form eines
Dendrits)
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Vielen Dank

fur lhre Aufmerksamkeit!

Zusammenfassung
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