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5. Übungsblatt zur Allgemeinen Relativitätstheorie

Abgabe: Dienstag 06.06.03 vor der Übung

Aufgabe 1 (5 Punkte): Zweite kovariante Ableitung
Betrachten Sie ein beliebiges Koordinatensystem im Minkowski-Raum und ein kovariantes Vek-
torfeld Aα.

1. Berechnen Sie darin den Ausdruck für die zweite kovariante Ableitung Aα;β;γ , der diese
durch partielle Ableitungen und Christoffel-Symbole darstellt.

2. Berechnen Sie daraus die antisymmetrisierte zweite kovariante Ableitung Aα;[β;γ] und zeigen

Sie, dass dieser Tensor von der Form Rδ
αγβAδ ist, wobei Rδ

αγβ nicht von Aσ abhängt.

3. Argumentieren Sie schlüssig, warum Rδ
αγβ ein Tensor ist, und warum dieser identisch ver-

schwindet.

Aufgabe 2 (5+2 Punkte): Ein erster krummer Raum
Wir wollen in dieser Aufgabe ein erstes Beispiel eines gekrümmten Raumes untersuchen. Wir
betrachten dazu die Hyperfläche im R3, die durch die Abbildung

F : (0, 2π)× (0, π) 7→ R3; (φ, θ) → R(cosφ sin θ, sinφ sin θ, cos θ)

gegeben ist, d.h. die Kugelschale vom Radius R.

1. Berechnen Sie die sog. Gauß’sche Basis, d.h. die Koordinatenvektorfelder ∂1 := ∂φF und
∂2 := ∂θF.

2. Die induzierte Metrik der Kugelschale ist das Tensorfeld mit den Komponenten gmn :=
〈∂m, ∂n〉, d.h. das euklidische Skalarprodukt der Koordinatenvektorfelder im R3. Berechnen
Sie dieses Tensorfeld.

3. Berechnen Sie die Christoffelsymbole der induzierten Metrik (nur Γ1
12,Γ

1
21 und Γ2

11 ver-
schwinden nicht!).

4. Zeigen Sie, dass die Breitenkreise (θ =const.) auf der Kugelschale nur für den Fall θ = π/2
(Äquator) eine Geodäte bilden.

5. Zeigen Sie (z.B. durch ein Beispiel), dass der Tensor Rδ
αγβ (aus der ersten Aufgabe auf

diesem Zettel) hier nicht identisch Null ist und die zweite kovariante Ableitung eines Tensors
daher i.Allg. nicht symmetrisch in den Ableitungsindizes ist.


