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8. Ubungsblatt zur Allgemeinen Relativititstheorie

Abgabe: Dienstag 27.06.06 vor der Ubung

Aufgabe 1 (5 Punkte): Lie-Ableitung
Zeigen Sie, dass fiir die Lie-Ableitung eines Tensorfeldes T in Richtung des Vektorfeldes X fol-
gende Rechenregeln gelten.

e Sei f eine skalare Funktion. Dann ist

LixT=fLxTH+Tdf(X)

e Sei S ein weiteres Tensorfeld

Lx(T®S)=Lx(T)®S+T®Lx(S)

e Sei Y ein weiteres Vektorfeld. Mit LxY =: [X,Y] gilt:

E[Xy] T=LxLyT—-LyLxT

e Zeigen Sie, dass man aufgrund der Symmetrie der Zusammenhangskoeefizienten (Christoffel-
Symbole), in der Berechnungsvorschrift fiir die Lie-Ableitung samtliche partiellen Ableitun-
gen durch kovariante Ableitungen ersetzen darf.

Aufgabe 2 (5+3 Punkte): Killing-Vektorfelder
Killing-Vektoren kennzeichnen die Symmetrie einer Raumzeit. Sie sind durch die Gleichung (L¢g), =
0 definiert und ergeben sich als Losung der Killing-Gleichung

g(a;ﬁ) =0. (1)
e Zeigen Sie, dass fiir einen Killing-Vektor £ = £%0,, gilt
gl/;)\;u = Rnlu)\ygﬁ' (2)

Benutzen Sie dazu die fiir jeden Vektor giiltige Gleichung
Aaslgm = R(;owﬂA‘S (3)
und die Gleichung

R[5, = 0. (4)

e (3 Zusatzpunkte) Auf der Kugelschale vom Radius R
F : (0,27) x (0,7) — R3; (¢,0) — R(cos ¢sin 6, sin ¢ sin b, cos 0)

wurde auf Ubungsblatt 5 die Metrik ¢ und die Christoffelsymbole in Kugelkoordinaten
berechnet. Bestimmen Sie nun den Ricci-Tensor R, = Réu(su und die Skalarkriimmung
R = g™ Ry, sowie drei linear unabhangige Killingvektorfelder (Tipp: an die Symmetrien
der Kugel denken und entsprechende Vektorfelder konstruieren).



