Projekt A: Magnetische Systeme und Phaseniibergange I

Kurzbeschreibung

Viele Methoden der Statistischen Physik lassen sich gut an einfachen Modell-
systemen illustrieren. Ein ganz besonders wichtiges Modell ist das sog. Ising-
Modell. Urspriinglich als einfaches Modell eines Ferromagneten gedacht, spielt
das Ising Modell insbesondere fiir die Theorie der Phaseniiberginge eine unver-
zichtbare Rolle.

Das Ising-Modell ist wie folgt definiert: Man betrachte N (Ising-)Spins s; =
+1, mit ¢ = 1,..., N auf einem regulédren, meist kubischen Gitter in d Dimen-
sionen. Die Energie (Hamilton Funktion) des Systems ist gegeben durch

N

H=-J Z 8;5; —hZSi, (1)

<i,j> i=1

wobei die erste Summation iiber alle Paare von nichsten Nachbarn auf dem
Gitter auszufiihren ist. Die Grosse h bezeichnet ein externes magnetisches Feld.
Der Kopplungsparameter J gibt die Stirke der Wechselwirkung zweier Spins
an. Ferromagnetische Ordnung erhélt man fiir J > 0, wahrend J < 0 anti-
ferromagnetische Ordnung hervorruft. Das 2-dimensionale Ising-Modell auf ei-
nem kubischen Gitter ist schematisch in der folgenden Skizze illustriert

L Y0

Ziel dieses Projekts ist es, statistische Eigenschaften des Ising-Modells mit
Hilfe analytischer Methoden zu berechnen. Dabei sollen sowohl exakte Verfahren
als auch Niherungsmethoden zum Einsatz kommen. Ein besonderes Augenmerk
soll dabei auf den Phaseniibergang paramagnetisch-ferromagnetisch gelegt wer-
den. Dieser Ubergang ist ein schones Beispiel fiir die allgemeine Landau Theorie
der Phaseniiberginge, die innerhalb des Projekts ebenfalls gestreift werden kann.



Projekt B: Magnetische Systeme und Phaseniibergange 11

Kurzbeschreibung

Viele Methoden der Statistischen Physik lassen sich gut an einfachen Modell-
systemen illustrieren. Ein ganz besonders wichtiges Modell ist das sog. Ising-
Modell. Urspriinglich als einfaches Modell eines Ferromagneten gedacht, spielt
das Ising Modell insbesondere fiir die Theorie der Phaseniiberginge eine unver-
zichtbare Rolle.

Das Ising-Modell ist wie folgt definiert: Man betrachte N (Ising-)Spins s; =
+1, mit ¢ = 1,..., N auf einem regulédren, meist kubischen Gitter in d Dimen-
sionen. Die Energie (Hamilton Funktion) des Systems ist gegeben durch

N

H=-J Z 8;5; —hZSi, (2)

<i,j> i=1

wobei die erste Summation iiber alle Paare von nichsten Nachbarn auf dem
Gitter auszufiihren ist. Die Grosse h bezeichnet ein externes magnetisches Feld.
Der Kopplungsparameter J gibt die Stirke der Wechselwirkung zweier Spins
an. Ferromagnetische Ordnung erhélt man fiir J > 0, wahrend J < 0 anti-
ferromagnetische Ordnung hervorruft. Das 2-dimensionale Ising-Modell auf ei-
nem kubischen Gitter ist schematisch in der folgenden Skizze illustriert
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Ziel dieses Projekts ist es, statistische Eigenschaften des Ising-Modells mit
Hilfe numerischer Methoden zu berechnen. Die Methode der Wahl ist dabei
die sog. Monte-Carlo Simulation, die Mittelwerte statistischer Grossen mit Hilfe
von Zufallszahlen (daher der Name: in Monte Carlo ist das Gliicksspiel zuhause)
auswertet. Monte-Carlo Simulationen haben eine breite Anwendung in vielen
Bereichen der Physik und auch aufierhalb der Physik gefunden.

Zunéchst soll die Monte-Carlo Integration getestet werden, d.h. die Integra-
tion einer Funktion mit Hilfe von Zufallszahlen. Darauf aufbauend sollen die
Grundlagen der Monte Carlo Simulation nachvollzogen werden, um dann eine
Simulation des Ising Modells durchfiihren zu konnen.



Projekt C: Struktur der Fliissigkeiten

Kurzbeschreibung

Im Gegensatz zu Festkorpern zeigen einfache Fliissigkeiten keine langreichweiti-
ge Ordnung. Nichtsdestotrotz existiert in diesen Fluiden eine charakteristische
Nahordnung, die von der Dichte und dem Wechselwirkungspotential abhingt.
Da die Struktur experimentell mit Hilfe von Streuexperimenten gemessen wer-
den kann, ist die Vorhersage der der Nahordnung ein guter Test der Theorie.

Die zentrale Grofe ist die sog. Paarverteilungsfunktion g(r), die die bedingte
Wahrscheinlichkeitsdichte angibt, ein zweites Teilchen im Abstand r zu finden,
falls sich das erste Teilchen am Ursprung befindet. Ein Beispiel einer Paar-
verteilungsfunktion einer Lennard-Jones Fliissigkeit ist in der Abbildung unten
gezeigt. Ziel dieses Projekts ist es, eine analytische Naherung fiir g(r) zu finden
und diese mit Computersimulationen zu vergleichen. Je nach Interesse kann der
Schwerpunkt dabei eher auf die analytische Rechnung oder auf die Simulation
gelegt werden.

Im analytischen Teil soll ein formal exakter Ausdruck fiir g(r) aus der BBGKY-
Hierarchie hergeleitet werden. Zwar formal exakt, ist dieser Ausdruck keine ge-
schlossene Gleichung zur Berechnung von ¢(r). Mit Hilfe der Kirkwoodschen
Superpositionsapproximation, kann die Born-Green Gleichung fiir g(r) herge-
leitet werden. Diese nichtlineare Integro-Differentialgleichung erweist sich als
nicht sonderlich geeignet, insbesondere fiir hohe Dichten. Einen alternativen
Zugang stellt die Ornstein-Zernike Gleichung dar, die beispielsweise mit Hilfe
der Percus-Yevick, MSA oder hypernetted chain Approximation gelést werden
kann.

Die analytische Ndherung soll mit den Resultaten einer Molekulardynamik
(MD) Computersimulation verglichen werden. Fiir ein gegebenes Wechselwir-
kungspotential U werden innerhalb der MD Simulation die Newtonschen Bewe-
gungsgleichungen mi; = —V;U, mit j = 1,..., N eines klassischen Vielteilchen-
Systems numerisch integriert. Mit Hilfe der Positionen der Teilchen r; kann dann
die Paarverteilungsfunktion ausgerechnet und mit der analytischen Ndherung
verglichen werden.

a(n)




Projekt E: Lineare Antworttheorie und
Fluktuations-Dissipations Theorem

Kurzbeschreibung

Eine sehr niitzliche und weit verbreitete Methode, Informationen {iber ein physi-
kalisches System zu gewinnen ist, die Antwort des Systems auf kleine Stérungen
zu untersuchen. Die lineare Antworttheorie sagt voraus, dass sich die Antwort
auf hinreichend kleine Stérungen durch Gleichgewichtseigenschaften ausdriicken
1aft. Das Fluktuations-Dissipations Theorem (FDT) ist ein zentrales Ergebnis
der linearen Antworttheorie mit weitreichenden Konsequenzen in vielen Berei-
chen der Physik.

Ziel dieses Projekts ist es, die lineare Antworttheorie und das FDT genauer
kennen zu lernen. Dazu soll erst ein einfaches Modellsystem (gestorter harmoni-
scher Oszillator) exakt berechnet werden, bevor die allgemeine Form des FDT

hergeleitet wird,
1 d

CkpT dt

Dabei bezeichnet Rap(t) die Abweichung des Mittelwerts von A durch eine
Storung die an die Variable B ankoppelt. Die Korrelationsfunktion Cap(t) =
(A(t)B(0)) — (A(t))(B(0)) dagegen enthilt nur Mittelwerte in der Abwesenheit
der Storung. Beispiele des FDT fiir spezielle Modellsysteme und die Auswertung
der zugehorigen Antwortfunktionen sollen dessen Inhalt besser verstandlich ma-
chen.

Einen etwas makroskopischeren Zugang zu kleinen Stoérungen um das Gleich-
gewicht stellt Einsteins Theorie der Fluktuationen im Zusammenhang mit Onsa-
gers Symmetriebeziehungen zwischen Transportkoeffizienten dar. Dieser Zugang
soll ebenfalls, wenn auch nur kurz, behandelt werden.

Rap(t) = Can(t) ()



Projekt F: Diffusion und Fokker-Planck Gleichung

Kurzbeschreibung

Diffusion ist ein alltdgliches Phinomen, das nicht zeit-umkehr invariant ist: War-
me fliefft spontan von warmen zu kalten Gebieten, Milchtropfen 16sen sich im
Kaffee auf, etc. Phinomenologisch kénnen diese Prozesse durch makroskopische
Bilanzgleichungen beschrieben werden. Fiir die eben genannten Beispiele sind
das die Warmeleitungsgleichung, Diffusionsgleichung, etc.

Innerhalb dieses Projekts, soll die Diffusion von Teilchen etwas niher unter-
sucht werden. Die Bewegungsgleichung eines diffundierenden Teilchens lautet

mv = —VU — &v + FB. (4)

Dabei bezeichnet « den Ort, v = & die Geschwindigkeit und m die Masse des
Teilchens. Der Einfachheit halber ist hier nur die Bewegung in einer Dimension
betrachtet. Der Einflufi der Umgebung wird einerseits durch die Reibung mit
dem Reibungskoeffizienten ¢ modelliert, andererseits durch Zufallskrifte FB.
Zusatzlich ist das Teilchen systematischen Kriften ' = —VU ausgesetzt die
vom Potential U = U(z) herriihren.

Gleichung (4) wird als Langevin Gleichung bezeichnet. Statistische Eigen-
schaften des Systems lassen sich haufig einfacher durch die zugehorige Fokker-
Planck Gleichung berechnen. Dazu betrachtet man ein Ensemble aus vielen dif-
fundierenden Teilchen und bezeichnet mit f(x;t) die Wahrscheinlichkeitsdichte,
ein Teilchen am Ort x zur Zeit ¢ zu finden. Im {iberd&impften Grenzfall lautet
die zu (4) zugehorige Fokker-Planck Gleichung

% = —V{af} + DV?*/. (5)
Die Abbildung unten zeigt den zeitlichen Verlauf von f(x;t) fiir eine freie Dif-
fusion, falls alle Teilchen urspriinglich bei x = 0 waren.

Ziel dieses Projekts ist es, die Diffusion von Teilchen mit Hilfe der Langevin
und vor allem der Fokker-Planck Gleichung zu untersuchen. Dabei sollen ei-
nerseits allgemeine Eigenschaften der Fokker-Planck Gleichung (Erhaltung der
Norm, Momentengleichungen, H-Theorem) studiert werden. Andererseits sollen
exakte und Niherungslosungen der Gleichung fiir spezielle Potentiale berechnet
werden. Dabei kann man die Verwandtschaft der Fokker-Planck zur Schrodin-
gergleichung ausnutzen.
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Projekt G: Statistische Eigenschaften der Polymere

Kurzbeschreibung

Viele Methoden der Statistischen Physik konnen erfolgreich auf Polymere ange-
wandt werden. Polymere sind Makromolekiile, deren Eigenschaften, dank Threr
aufierordentlichen Linge, von vielen mikroskopischen Details unabhingig sind.
Daher konnen statistische Eigenschaften der Polymere sehr haufig durch einfa-
che Modelle beschrieben werden.

Eine wichtige Grofe ist die Ausdehnung eines Polymerkniuls, die beispiels-
weise durch den End-zu-End Vektor R = Zjvzl r; definiert werden kann, wobei
r; die Positionen der insgesamt N Monomere bezeichnet (siehe linker Teil der
Skizze unten). Mit Hilfe einfacher Modelle soll das Verhalten von (R?) als Funk-
tion der Anzahl Monomere N berechnet werden. Fiir das Irrflugsmodell und die
sog. Gaussche Kette kann (R?) exakt berechnet werden. Wihrend das Trrflugs-
modell und die Gaussche Kette sogenannte Phantom-Polymere modellieren, die
sich beliebig durchdringen kdnnen, spielt das ausgeschlossene Volumen bei rea-
len Polymeren eine wichtige Rolle. Der Einfluff des ausgeschlossenen Volumens
auf die Ausdehnung des Polymerkn&uls soll ndherungsweise mit Hilfe der Idee
von Flory berechnet werden. Diese Naherung soll dann verglichen werden mit
numerischen Berechnungen des End-zu-End Abstands eines ’Gitterpolymers’
(siehe rechter Teil der Skizze unten). Wahlweise kann der Effekt des ausge-
schlossenen Volumens auch mit Hilfe der Storungstheorie berechnet werden.
Dazu ist es zweckméfig, zu einer kontinuierlichen Beschreibung iiberzugehen:
die Pfadintegral-Formulierung,.




