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Im vergangenen Antragszeitraum wurden im Teilprojekt B1 grundlegende Erkenntnisse

über die Mechanismen der zeitverzögerten Rückkopplungskontrolle von rauschinduzierten

Oszillationen sowie von deterministischen Fixpunkten und periodischen Orbits gewon-

nen. Es wurden einfache generische Modelle (Van-der-Pol-Oszillator, FitzHugh-Nagumo-

Modell, Normalform der Hopf-Bifurkation) und erste Anwendungen auf räumlich ausge-

dehnte Systeme (global gekoppelte Reaktions-Diffusions-Modelle zur Beschreibung von

Halbleiter-Nanostrukturen, Frontdynamik in Halbleiter-Übergittern, Oregonator-Modell

eines aktiven Mediums mit lokaler Diffusion) untersucht.

1 Ausgangsfragestellung

Ausgangspunkt war die Strukturbildung in nichtlinearen Systemen [33, 34] unter dem

Einfluss von zeitverzögerter Rückkopplung und Rauschen. Das gegenwärtige Interesse

konzentriert sich über die reine Beschreibung von raum-zeitlichen Strukturen hinaus auf

deren Steuerung, Beeinflussung, Selektion und Optimierung. Ausgehend von der deter-

ministischen Chaoskontrolle [35] im engeren Sinne wird allgemeiner die Stabilisierung

von instabilen Zuständen und Strukturen untersucht. Als wichtigstes, auch experimentell

leicht realisierbares, nichtinvasives Verfahren hat sich dabei die von Pyragas [36] vorge-

schlagene und von Socolar [37] erweiterte zeitverzögerte Rückkopplungskontrolle etabliert.

Dabei sind zunächst noch viele Fragen offen geblieben, z.B. der Wirkungsmechanismus,

die Bedingungen für erfolgreiche Stabilisierung, die Optimierung der Kontrollparameter

und der Kopplungsschemata sowie die Anwendung auf räumlich ausgedehnte Systeme, zu

deren Klärung wir im vergangenen Zeitraum beitragen konnten.

Ein weiterer aktueller Themenkreis befasst sich mit dem konstruktiven Einfluss von Rau-

schen in nichtlinearen Systemen. Neben der stochastischen Resonanz (in extern getrie-

benen Systemen) trat dabei die Kohärenzresonanz in autonomen Systemen [38–42], die

in grundlegenden Arbeiten innerhalb des Sonderforschungsbereiches entscheidend ent-

wickelt wurde, in den Vordergrund. Letztere tritt in Systemen auf, die im deterministi-

schen Fall keine selbstgenerierten Oszillationen zeigen, die aber unter dem Einfluss von

Rauschen oszillieren, beispielsweise anregbare Medien oder Systeme knapp unterhalb einer

Hopf-Bifurkation. Die Kohärenzresonanz zeigt sich in einer nichtmonotonen resonanten

Abhängigkeit der Regulariät von der Rauschintensität. In einer Reihe von Arbeiten konn-

ten wir erstmals zeigen, dass durch Anwendung von zeitverzögerten Rückkopplungsschlei-

fen in der Pyragas-Form auf diese rauschinduzierten Oszillationen sowohl deren Kohärenz

als auch deren Zeitskalen gezielt beinflusst werden können. Wir untersuchten dabei sowohl

einfache, rein zeitliche Modelle als auch rauschinduzierte raum-zeitliche Muster und er-

zielten grundlegende Fortschritte im analytischen Verständnis der Wirkung eines Delays
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auf die Dynamik. Unsere theoretischen Vorhersagen [18] wurden mittlerweile in einem

dadurch angeregten Experiment zur Musterbildung in einem elektrochemischen System

verifiziert [43].

Im Folgenden sollen die erzielten Ergebnisse kurz dargestellt werden. Viele der Resultate

wurden in enger Kooperation mit anderen Gruppen des Sonderforschungsbereiches erar-

beitet, wobei unsere langjährige Erfahrung in der nichtlinearen und chaotischen raum-

zeitlichen Strukturbildung in Halbleitersystemen [32, 44, 45] sowie der zeitverzögerten

Rückkopplungskontrolle [46–50] mit der komplementären Kompetenz anderer Teilprojek-

te in experimenteller Laserphysik (A6), Stochastik (A1, A4), Dynamik von Spiralwellen

(B6) und Analysis von Delay-Differenzialgleichungen (A7, B2) in effizienter Weise kombi-

niert wurde. Auch die Zusammenarbeit mit den vom Sonderforschungsbereich finanzierten

Gastwissenschaftlern Dr. Alexander Balanov (Saratov, Russia, und Nottingham, UK), Dr.

Natalia Janson (Loughborough, UK) und Dr. Wolfram Just (London) spielte eine wichtige

Rolle.

2 Stabilisierung von Fixpunkten durch zeitverzöger-

te Rückkopplung

Die zeitverzögerte Rückkopplungskontrolle [36] wurde zunächst entwickelt, um instabi-

le periodische Orbits (UPOs), die in einem chaotischen Attraktor eingebettet sind, zu

stabilisieren, wobei die Verzögerungszeit τ gleich der Periode des Ziel-Orbits T gesetzt

wird. Wesentlich weniger ist über die Stabilisierung von deterministischen Fixpunkten

mit dieser Kontrollmethode bekannt. Wir konnten in einer systematischen analytischen

und numerischen Untersuchung [11] zeigen, dass die linearen Moden des Fixpunktes der

Delay-Differenzialgleichung und die Kontrollbereiche eine charakteristische Struktur ha-

ben. Hierzu gingen wir vom generischen Fall eines dynamischen Systems aus, welches

einen instabilen Fokus im Ursprung hat. Dessen Stabilität wird beschrieben durch die

Normalform

ẋ(t) = λ x(t) + ω y(t) − K[x(t) − x(t − τ)] (1)

ẏ(t) = −ω x(t) + λ y(t) − K[y(t) − y(t − τ)],

wobei λ > 0 der Abstand von der Instabilitätsschwelle (Hopf-Bifurkation bei λ = 0), ω

die intrinsische Frequenz, K > 0 die Kontrollamplitude und τ die Verzögerungszeit ist.

Die zugehörige charakteristische Gleichung

[Λ + K
(

1 − e−Λτ
)

− λ]2 + ω2 = 0 (2)

für die komplexen Eigenwerte Λ lässt sich exakt mit Hilfe der Lambert-Funktion lösen und

die Stabilisierungsbereiche in der (K, τ)-Kontrollparameter-Ebene lassen sich analytisch
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Abbildung 1: Größter Realteil der komplexen Eigenwerte Λ in Abhängigkeit von τ für

λ = 0.5 und ω = π für verschiedene K. Einige kleinere Eigenwerte sind ebenfalls für

K = 0.3 dargestellt (graue durchgezogene Linie). Nach [11].
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Abbildung 2: Kontrollbereich in der (K, τ)-Ebene und größter Realteil der komplexen

Eigenwerte Λ als Funktion von K und τ gemäß Gl. (2). Die zweidimensionale Projektion

am Boden gibt Kombinationen von τ und K wieder, für die Re(Λ) negativ und somit die

Kontrolle erfolgreich ist. (a): λ = 0.5 und ω = π, (b): λ = 0.1 und ω = π. Nach [11].

bestimmen (Fig. 1, 2), sogar unter Einschluss von Tiefpassfiltern und Latenzzeiten (z.B.

durch Signalverarbeitung). Für ganzzahlige Vielfache der intrinsischen Periode T = 2π/ω

ist niemals Kontrolle möglich.

Auf der Basis der Lambert-Funktion haben wir eine explizite Eigenmodenentwicklung

der zeitverzögerten Dynamik angegeben, die über diese lineare deterministische Delay-

Gleichung hinaus auch eine Reihe von Anwendungsmöglichkeiten auf stochatische Delay-

Gleichungen und auf eine schwach nichtlineare Analyse eröffnet [7]. Das asymptoti-

sche Skalenverhalten der Eigenmoden für große Verzögerungszeiten und die Zerlegung

des Spektrums in einen pseudokontinuierlichen Anteil und maximal zwei stark instabi-

le Eigenwerte haben wir in Kooperation mit Teilprojekt B2 analytisch bestimmt und

3
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Abbildung 3: Schematische Darstellung des integrierten Tandem-Lasers mit optischer

Rückkopplung durch ein externes Fabry-Perot-Etalon (FP). Zwei distributed feedback la-

ser sind durch eine passive Wellenleitersektion P verbunden. Die Amplitude K und Phase

ϕ des Rückkopplungssignals des FP wird durch einen variierbaren Graufilter bzw. eine

Piezo-Feinsteuerung kontrolliert. ESA: elektrischer Spektrumanalysator. IR-Diode: opti-

sche Leistungsmessung. Nach [1].
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Abbildung 4: Kontrollbereich in Abhängigkeit von ϕ, K und τ in normierten Einheiten von

T0 = 2π/ω. Die Schattierung zeigt den größten Realteil der komplexen Eigenwerte Λ. (a),

(b): Kontrollbereich in der (ϕ, K)-Ebene für feste Zeitverzögerung τ = T0/2 bzw. 0.9T0.

(c), (d): Kontrollbereich in der (ϕ, τ)-Ebene für feste Rückkopplungsstärke K = 1/T0

bzw. 2/T0. Parameter: λ = 0.2/T0. Nach [1].

mit den numerischen Lösungen verglichen. In Zusammenarbeit mit Teilprojekt A6 haben

wir diese Kontrollmethode an einem realen physikalischen System, einem Multisektions-

Halbleiterlaser (Fig. 3), angewandt, um den stationären Zustand (cw-Laseremission) zu

stabilisieren und Intensitätspulsationen zu unterdrücken [1]. Dies ist die erste rein optische

Realisierung der nichtinvasiven Pyragaskontrolle zur Stabilisierung von Fixpunkten. Die

zeitverzögerte Rückkopplung kann mit Hilfe eines angekoppelten Fabry-Perot-Resonators

auf sehr kurzen Zeitskalen und Nanometer-Längenskalen verwirklicht werden, was ne-

ben den Grundlagenaspekten auch wichtige Anwendungen auf die ultraschnelle optische

Informationsverarbeitung verspricht. Wir konnten die entscheidende Rolle einer phasen-

empfindlichen Rückkopplung aus unserem theoretischen Modell ableiten (Fig. 4): Ersetzt
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man die Einheitsmatrix des Rückkopplungsschemas in Gl.(1) durch eine Drehmatrix mit

Phasenwinkel ϕ, so werden die Stabilisierungsbereiche in der (K, τ)-Ebene deformiert

und die Kontrolle gelingt für Parameterwerte, bei denen für ϕ = 0 keine Stabilisierung

möglich ist (z.B. Fig. 4b). Interessanterweise tritt dasselbe mathematische Problem der

phasenabhängigen zeitverzögerten Rückkopplungskontrolle auch bei der Unterdrückung

der krankhaften Synchronisation (z.B. bei Epilepsie oder Parkinson) in einem System

global gekoppelter neuronaler Oszillatoren auf [51, 52].

3 Stabilisierung periodischer Orbits durch zeitverzöger-

te Rückkopplung

Um die grundlegende Wirkungsweise der Rückkopplungsschleife zu verstehen, ist eine Bi-

furkationsanalyse im Parameterraum der Kontrollkraft nützlich. Bifurkationsdiagramme

erlauben systematische Rückschlüsse auf allgemeine Bifurkationsmechanismen der Stabili-

sierung periodischer Orbits durch zeitverzögerten Rückkopplung. Darüberhinaus machen

sie Vorhersagen über die Wirkung verschiedener Kontrollschemata in Abhängigkeit ihrer

Parameter (z.B. K, τ). Wir haben hierzu das Rössler-Modell als Paradigma eines einfa-

chen dynamischen Systems mit nicht-hyperbolischen chaotischen Attraktoren numerisch

untersucht [13]. Dabei fanden wir ein kompliziertes, mehrblättriges Bifurkationsdiagramm

in der (K, τ)-Ebene mit Hopf-Bifurkationen, Neimark-Sacker-Bifurkationen eines Torus,

Periodenverdopplungskaskaden und delay-induziertem Chaos. Die einzelnen Blätter ent-

sprechen der Bifurkation von periodischen Lösungen mit jeweils verschiedener Periode.

Für τ 6= nT , wobei T die Periode des ungestörten instabilen periodischen Orbits (UPO)

für K = 0 ist, kann ein delay-induzierter stabiler Orbit mit Periode Θ(K, τ) 6= τ durch eine

superkritische Hopf-Bifurkation generiert werden. Diese Periode konnten wir für τ ≈ nT

näherungsweise analytisch berechnen.

Als einschneidende Einschränkung des Pyragas-Verfahrens ist allgemein akzeptiert, dass

sich periodische Orbits mit einer ungeraden Anzahl von reellen Floquet-Multiplikatoren

> 1 nicht stabilisieren lassen (Odd Number Limitation Theorem) [53–58]. Allein die Ar-

beit [54] wurde in diesem Zusammenhang über neunzig Mal zitiert. In Zusammenarbeit

mit dem Teilprojekt A7 ist es uns nun gelungen, dieses Theorem zu widerlegen [28].

Wir konnten für den generischen Fall eines instabilen periodischen Orbits, der durch eine

subkritische Hopf-Bifurkation generiert wird (und somit einen einzelnen rellen Floquet-

Multiplikator > 1 hat), zeigen, dass dieser für geeignete Kontrollparameter doch sta-

bilisiert werden kann. Entscheidend ist hierbei, dass die Kontrollkraft nicht durch eine

Einheitsmatrix, sondern mit einer Phase β 6= 0 (wie das z.B. in optischen Systemen [1]

natürlicherweise auftritt) angekoppelt wird. Hierzu haben wir die komplexe Normalform
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Abbildung 5: Pyragas- (gestrichelt) und Hopf-Kurven (durchgezogen) in der (λ, τ)-Ebene.

Die Schattierung markiert die Bereiche von instabilem z = 0 und die Zahlen in Klammern

geben die Dimension der instabilen Mannigfaltigkeit von z = 0 wieder (γ = −10, b0 = 0.3,

β = π/4). Nach [28].

einer subkritischen Hopf-Bifurkation, erweitert durch die Pyragaskontrolle,

ż(t) =
[

λ + i + (1 + iγ)|z(t)|2
]

z(t) + b[z(t − τ) − z(t)] (3)

mit z ∈ C und reellen Parametern λ and γ (Hopf-Frequenz =1) betrachtet. Die Kon-

trollmatrix wird durch Multiplikation mit der komplexen Zahl b = bR + ibI = b0e
iβ

(bR, bI , β ∈ R, b0 > 0) beschrieben. Die Hopf-Bifurkation von z ≡ 0 bei λ = 0 erzeugt T -

periodische instabile Lösungen z(t) = r exp
(

i2π
T

t
)

mit r2 = −λ und T = 2π/(1 − γλ) für

λ < 0. Die Hopf-Kurve τH(λ) und die Pyragas-Kurve τP (λ) = nT lassen sich analytisch

angeben und sind in Fig. 5 in der (λ, τ)-Ebene dargestellt. In Fig. 5 sind die Instabilitäts-

bereiche des Fixpunktes z = 0 schattiert. Auf der Pyragas-Kurve gilt nach Konstruk-

tion τP = nT , und der Rückkopplungsterm verschwindet. Verläuft die Pyragas-Kurve

innerhalb des schattierten Bereiches, d.h. steiler als die Hopf-Kurve, so muss sie stabil

sein, was wir sowohl durch direkte Simulation als auch durch Berechnung der Floquet-

Multiplikatoren verifiziert haben. Diese Bedingung lässt sich analytisch als Bedingung

an die komplexe Kontrollkraft b formulieren und ergibt einen Stabilisierungsbereich mit

β 6= 0 in der komplexen b-Ebene. Tatsächlich durchquert der einzelne reelle Floquet-

Multiplikator µ > 1 bei einer bestimmten Kontrollamplitude b0 den Einheitskreis in der

komplexen Ebene und wird stabil. Da nicht tordierende instabile periodische Orbits, wie

der bei einer subkritischen Hopf-Bifurkation erzeugte, in nichtlinearen Systemen in Physik,

Chemie und Biologie häufig vorkommen, haben unsere Resultate große Bedeutung nicht

nur für das Grundlagenverständnis der Pyragaskontrolle, sondern eröffnen auch breite

Anwendungsmöglichkeiten.
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Schöll Teilprojekt B1

4 Stabilisierung von deterministischen raum-zeitlichen

Mustern

Ein weiteres aktuelles Anwendungsgebiet der deterministischen Pyragas-Kontrolle ist die

Stabilisierung von instabilen raum-zeitlichen Mustern. Halbleiter haben sich neben den

klassischen strukturbildenden Systemen als Modelle für komplexe Raum-Zeit-Dynamik

etabliert [32]. Eine Reihe von Konzepten der selbstorganisierten Musterbildung sind in den

letzten Jahren erfolgreich beim nichtlinearen Halbleitertransport getestet worden. Dabei

richtet sich die Forschung vorwiegend auf Halbleiternanostrukturen wie z.B. Übergitter

und resonante Tunneldioden [30].

Wir haben die resonante Tunneldiode (DBRT = double barrier resonant tunneling diode)

durch ein nichtlineares Reaktions-Diffusions-System vom Aktivator-Inhibitor-Typ mit glo-

baler Kopplung beschrieben [32]:

∂a

∂t
= f(a, U) + ∇ [D(a)∇a] (4)

wobei a(x, t) die (dimensionslose) Elektronendichte im Quantentopf ist (Aktivator), die

von der transversalen Koordinaten x (senkrecht zum Stromfluss) abhängt, und U(t) die

Spannung an der Diode (Inhibitor). Die nichtlineare, nichtmonotone Funktion f(a, U) ≡

(Jew(a, U)−Jwc(a))/e ist durch die Tunnel-Stromdichten Jew(x) und Jwc(x) vom Emitter

zum Quantentopf bzw. vom Quantentopf zum Kollektor gegeben und führt zu einer Z-

förmigen, bistabilen Strom-Spannungs-Kennlinie. D(a) ist ein effektiver Diffusionskoeffizi-

ent. Eine globale Kopplung ergibt sich aus der Kirchhoff-Gleichung für den angekoppelten

Stromkreis mit einem Lastwiderstand R, einer Kapazität C und einer äußeren Spannung

U0:

RC
dU

dt
= U0 − U − R

∫

jdx (5)

mit der Stromdichte j = 1

2
(Jew(a, U)+Jwc(a)). Die globale Kopplung stellt das räumliche

Integral über den Stromquerschnitt dar. Die Gleichungen (4),(5) zeigen reichhaltige raum-

zeitliche chaotische Szenarien [19]. Durch zeitverzögerte Rückkopplung lassen sich instabi-

le periodische raum-zeitliche Orbits stabilisieren, d.h. reguläre raum-zeitliche Muster wie

Spiking oder atmende Stromfilamente werden über weite Bereiche der Kontrollparameter

stabil gehalten. Dabei haben wir die Rückkopplung in verschiedener Weise (diagonal, lo-

kal, global, oder nur in der Spannungsvariablen) realisiert und die Stabilisierungsbereiche

und Floquetspektren verglichen.

Als weitere Nanostruktur betrachteten wir ein Halbleiter-Übergitter auf der Basis des

in unserer Arbeitsgruppe entwickelten und intensiv untersuchten mikroskopischen Mo-

dells [32]. Es zeigt komplexe raum-zeitliche Muster, die durch die Wechselwirkung und

Kollision von laufenden Ladungsdichte-Fronten erzeugt werden, und chaotische Bifurka-

tionsszenarien, die für eine große Klasse von Frontsystemen typisch sind [16, 59]. Auch
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hier untersuchten wir Chaoskontrolle durch zeitverzögerte Rückkopplung und entwickel-

ten ein einfach zu implementierendes globales Kontrollverfahren, welches ein periodisches

Frontmuster, das in dem chaotischen raum-zeitlichen Attraktor enthalten ist, stabilisiert.

Auf diese Weise lassen sich durch Autosynchronisation über weite Bereiche der angelegten

Spannung selbstgenerierte hochfrequente Stromoszillationen stabilisieren.

Die Ergebnisse zu diesen beiden Klassen von Nanostrukturen sind in einem Übersichtsar-

tikel [19] zusammengefasst.

Darüberhinaus haben wir in Zusammenarbeit mit Teilprojekt B6 die Stabilisierung der

Rotation von Spiralwellen in anregbaren Medien mit lokaler, diffusiver Kopplung durch

rückkopplungsgestützte Kontrolle untersucht [5]. Dabei haben wir zwei verschiedene Kon-

trollverfahren angewandt und verglichen, nämlich proportionale Kontrolle und zeitverzöger-

te Rückkopplung. Als Modell diente ein Reaktions-Diffusions-System (2-Variablen- Orego-

nator), das zur Beschreibung der lichtempfindlichen Belousov-Zhabotinski(BZ)-Reaktion

dient. Die rückkopplungsgestützte Kontrolle dieses gut handhabbaren klassischen Modell-

systems wurde im Teilprojekt B6 auch experimentell realisiert. Als Ergebnis konnten wir

zeigen, dass beide Verfahren die starre Rotation der Spiralkerne stabilisieren können, wo-

bei die zeitverzögerte Rückkopplung im Vergleich zur proportionalen Kontrolle mit kleine-

ren Kontrollamplituden auskommt, größere Latenzzeiten toleriert, aber einen schmaleren

Kontrollbereich hat. Mit proportionaler Kontrolle kann die Spiralwelle zu einem vorgege-

benen Punkt hin bewegt werden.

5 Zeitverzögerte Rückkopplungskontrolle rauschindu-

zierter Oszillationen

Ein Schwerpunkt unserer Arbeit lag im letzten Antragszeitraum auf der Kontrolle rausch-

induzierter Oszillationen durch zeitverzögerte Rückkopplung. In Zusammenarbeit mit den

vom Sonderforschungsbereich finanzierten Gastwissenschaftlern Dr. N. Janson und Dr. A.

Balanov konnten wir erstmals zeigen, dass in nichtlinearen stochastischen Systemen, die

ohne Rauschen keine autonomen Oszillationen zeigen, aber mit Rauschen in irregulärer

Weise oszillieren, durch zeitverzögerte Rückkopplungskontrolle sowohl deren Regularität

(Kohärenz) als auch deren Zeitskalen gezielt beeinflusst werden können [18]. Wir haben

zunächst einfache generische Modelle studiert, und zwar den Van-der-Pol-Oszillator un-

terhalb der superkritischen Hopf-Bifurkation als Modell für ein System in der Nähe einer

Bifurkation und das FitzHugh-Nagumo-Modell als Prototyp eines anregbaren Systems.

Als quantitative Maße für die Kohärenz der Oszillation sind je nach System entweder die

Korrelationszeit tcor =
∫

∞

0
|Ψ(s)|ds mit der normierten Autokorrelationsfunktion Ψ(s), die

normierte Varianz der Interspike-Intervalle oder der Kohärenzfaktor β = Hω1/∆ω mit der

Höhe H und Halbwertsbreite ∆ω des dominanten spektralen Peaks bei ω1 geeignet. Für
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Abbildung 6: Kontrolle rauschinduzierter Oszillationen in Abhängigkeit von τ für K = 0.2.

(a),(b): Van-der-Pol-Oszillator mit D = 0.003,ε = −0.01,ω0 = 1. (c),(d): FitzHugh-

Nagumo-System mit D = 0.09,ε = 0.01,a = 1.1. (a),(c) Kreuze: T , Kreise: T1, Punkte:

T e. (b),(d) graue Kurve: tcor, (b) schwarz: Realteile p der Eigenwerte, Kreise: p1. Nach [18].

beide Modellklassen untersuchten wir im Detail die Abhängigkeit der Korrelationszeit und

der spektralen Eigenschaften von der Rauschintensität D und den Kontrollparametern τ

und K [17,18]. In Fig. 6 sind die Perioden T = 2π/ω aller spektralen Peaks und die Kor-

relationszeit tcor als Funktion der Verzögerungszeit τ dargestellt. Die Korrelationszeit tcor

oszilliert ausgeprägt. Die dominante Periode T1 = 2π/ω1 des jeweils höchsten spektralen

Peaks lässt sich durch Variation von τ stark variieren; sie zeigt ein stückweise lineares

Verhalten und springt jeweils, wenn die Korrelationszeit ein Minimum hat.

Beim Van-der-Pol-Oszillator konnten wir das Verhalten durch eine Analyse der Umgebung

des Fixpunktes x = y = 0 quantitativ erklären, da sich das System knapp unterhalb einer

lokalen Bifurkation befindet.

ẋ = y (6)

ẏ = (ε − x2)y − ω2
0x + K(y(t − τ) − y(t)) + Dξ(t).

Hier ist ε der Bifurkationsparameter: ohne Rauschen und für K = 0 findet bei ε = 0 eine

superkritische Hopf-Bifurkation statt und für ε < 0 ist der Fixpunkt ein stabiler Fokus.

ξ(t) ist Gauß’sches weißes Rauschen:

〈ξ(t)〉 = 0

〈ξ(t)ξ(t′)〉 = δ(t − t′). (7)

Die komplexen Eigenwerte λ = p + iq (es gilt stets p < 0) des Fixpunktes der Delay-

9
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Gleichung legen fest, welche Moden durch weißes Rauschen angeregt werden können: Der

Eigenwert mit dem jeweils betragsmäßig kleinsten Realteil, d.h. der am wenigsten stabile,

bestimmt die Korrelationszeit tcor ∼ 1/|p| sowie die dominante Periode T1 = T e ≡ 2π/q

der rauschinduzierten Oszillationen; Wenn sich die Realteile zweier Moden überkreuzen,

springt die dominante Periode auf den neuen Eigenwertzweig (Fig.6a, b). Sowohl das

Rauschspektrum als auch die Korrelationszeit lassen sich in linearer Näherung analytisch

berechnen [12, 14]. Darüber hinausgehend haben wir eine selbstkonsistente Mean-field-

Näherung entwickelt [12], die selbst für relativ große Rauschintensitäten hervorragende

Übereinstimmung mit den numerischen Resultaten ergibt (Fig.7,8). Hierzu wird der nicht-

lineare Term

(ε − x2) ≈ (ε − 〈x2〉) ≡ ε̃ (8)

durch einen reskalierten Bifurkationsparameter ε̃ ersetzt und dieser selbstkonsistent aus

der Varianz des somit erhaltenen multivariaten Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses bestimmt:

ε̃ =
ε

2

(

1 +

√

1 +
2D2

ε2ω2
0

)

(9)

Für diesen effektiven linearen Prozess lässt sich die Korrelationszeit für optimales τ = n2π
ω0

tcor = −
2

πp
= −

4

πε̃

(

1 +
K

2
τ

)

(10)

und das Rauschspektrum

Syy(ω) =
D2

2π

ω2

(ω2 − ω2
0 + ωK sin(ωτ))2 + ω2(ε̃ − K(1 − cos(ωτ))2

(11)

explizit analytisch berechnen [12]. Für optimal gewähltes τ wird die Korrelationszeit durch

Kontrolle deutlich erhöht, für schlechtes (τ = (2n − 1) π
ω0

) sinkt sie praktisch auf Null.
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Abbildung 7: Korrelationszeit tcor der rauschinduzierten Oszillationen im Van-der-Pol-

System als Funktion der Rauschintensität D für ω0 = 1, ε = −0.01 (Symbole: Numerische

Lösung; durchgezogene Linie: analytische mean-field-Näherung). Nach [12].
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Abbildung 8: Spektrum Syy(ω) der rauschinduzierten Oszillationen im Van-der-Pol-

System unter zeitverzögerter Rückkopplung für ω0 = 1, ε = −0.01, K = 0.2: a) niedrige

Rauschintensität D = 0.003, τ = 31.4; b) hohe Rauschintensität D = 0.5, τ = 31.4; c)

D = 0.5, τ = 6.3 Schattiert - numerische Simulation, Linie - analytische mean-field-Nähe-

rung. Nach [12].

Im Gegensatz zu der lokalen Dynamik des Van-der-Pol-Oszillators beschreibt das FitzHugh-

Nagumo-Modell ein anregbares System mit globaler Dynamik und wird häufig zur Er-

klärung des Spiking-Verhaltens von Neuronen herangezogen:

ε
dx

dt
= x −

x3

3
− y, (12)

dy

dt
= x + a + K(y(t− τ) − y(t)) + Dξ(t).

Für die Parameterwahl ε = 0.01 und a = 1.1 ist ein stabiler Knoten der einzige Attrak-

tor des deterministischen Systems. Die zeitverzögerte Rückkopplungskontrolle (Fig.6c,d)

lässt sich nun nicht mehr durch eine lokale Analyse erklären, jedoch haben wir zusam-

men mit Teilprojekt A4 ein diskretes Zustandsmodell entwickelt, das eine semianalytische

Behandlung erlaubt [29].

Eine wichtige Erweiterung ist die Rückkopplungskontrolle von gekoppelten neuronalen

Systemen, die wir anhand zweier symmetrisch-diffusiv gekoppelter FitzHugh-Nagumo-

Gleichungen als Miminalmodell für zwei wechselwirkende Neuronen untersuchten [3]. Von

praktischer Relevanz ist die Beeinflussung der gekoppelten Dynamik durch lokale Eingrif-

fe, daher gingen wir der Frage nach, inwieweit die Rückkopplung auf eines der Subsyste-

me (y1) das Kohärenz- und Synchronisationsverhalten des Gesamtsystems kontrollieren

kann. In der Tat fanden wir, dass sich die Korrelationszeiten und die mittleren Interspike-

Intervalle 〈T1〉, 〈T2〉 beider Subsysteme durch die Rückkopplungskontrolle steuern lässt.

Ein weiteres interessantes Ergebnis ist, dass sich die stochastische Synchronisation der

beiden Subsysteme - gemessen sowohl durch das Verhältnis 〈T1〉/〈T2〉 (Frequenzsynchro-

nisation) als auch durch den Synchronisationsindex γ1,1 (Phasensynchronisation) - in beide

Richtungen verändern lässt, d.h. die Synchronisation lässt sich je nach Wahl der Verzöge-

rungszeit τ und der Kontrollamplitude K verstärken (hell) oder unterdrücken (dunkel,

Fig.9). Insbesondere zeigt sich auch hier eine resonanzartige Abhängigkeit von τ . Beson-

ders interessant ist dieses Resultat im Hinblick auf mögliche neuronale Anwendungen,

11
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K

K

(a)

(b)

τ

Abbildung 9: Zeitverzögerte Rückkopplungskontrolle zweier gekoppelter FitzHugh-

Nagumo-Gleichungen mit a = 1.05, ǫ1 = 0.005, ǫ2 = 0.1, D1 = 0.6, D2 = 0.09 und

Kopplungskonstante C = 0.2. (a) 〈T1〉/〈T2〉, (b) Synchronisationsindex γ1,1 in Abhängig-

keit von der Kontrollamplitude K und der Verzögerung τ . Nach [3].

wo eine hohe Synchronisation oft mit einem krankhaften Zustand (Parkinson, Epilepsie)

verknüpft ist, der sich offenbar durch lokale Rückkopplungskontrolle unterdrücken lässt.

Ähnliche Effekte wurden im Teilprojekt C3 für Systeme sehr vieler global gekoppelter

Neuronen mit globaler Rückkopplung gefunden [51, 52].

6 Zeitverzögerte Rückkopplungskontrolle rauschindu-

zierter Muster

Ein zentraler Punkt unseres Teilprojektes war die Anwendung der zeitverzögerten Rück-

kopplungskontrolle auf rauschinduzierte raum-zeitliche Muster in Reaktions-Diffusions-

Systemen [9, 10, 30]. Das global gekoppelte Reaktions-Diffusions-Modell (4), (5), welches

eine resonante Tunneldiode beschreibt, haben wir durch Gauß’sches weißes Rauschen ξ,

η in beiden Variablen und eine Rückkopplungsschleife im Stromkreis erweitert, d.h. ei-

ne Kontrollspannung u(t) − u(t − τ) wird an die (dimensionslose) Spannungsvariable u

angekoppelt:

∂a

∂t
= f(a, u) +

∂

∂x

(

D(a)
∂a

∂x

)

+ Daξ(x, t) (13)

du

dt
=

1

ε
(U0 − u − RJ) + Duη(t) − K (u(t) − u(t − τ)) (14)

12
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J = 1

L

∫ L

0
jdx ist der globale Strom, ε ist ein dimensionsloser Zeitskalenparameter. Das

System zeigt für D = 0, K = 0 eine Hopf-Bifurkation, bei welcher der stabile, räum-

lich inhomogene filamentäre Fixpunkt in ein atmendes Stromfilament übergeht. Wählt

man die Parameter unterhalb der Hopf-Bifurkation, so können durch Rauschen atmen-

de filamentäre Muster induziert werden [10], deren zeitliche Kohärenz mit wachsendem

D abnimmt, während gleichzeitig deren räumliche Homogenität zunimmt. Die Kohärenz

dieser lokalisierten oszillierenden Muster kann durch zeitverzögerte Rückkopplung mit ge-

eignetem τ drastisch verbessert werden (Fig.10, τ = 7), obwohl die Kontrollkraft nur auf

die räumlich homogene Spannungsvariable (14) wirkt [9]. Für andere Werte von τ (z.B.

τ = 5) hingegen wird die Korrelationszeit deutlich verschlechtert, vgl. auch Fig.11. Durch

eine weitgehend analytische lineare Modenanalyse des inhomogenen Fixpunktes ist es uns

gelungen, dieses Verhalten im Detail zu erklären. Tatsächlich verhält sich das Eigenwert-

spektrum ähnlich wie in Fig. 6b, und wir haben somit einen universellen Mechanismus

der zeitverzögerten Rückkopplungskontrolle in der Nähe einer Hopf-Bifurkation auch in

räumlich-inhomogenen Medien identifiziert.
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Abbildung 10: Korrelationszeit als Funktion der Rauschintensität für raum-zeitliche Mu-

ster in der resonanten Tunneldiode ohne (K = 0) und mit Kontrolle (K = 0.1, τ = 5 oder

τ = 7). Je 100 Zeitserien der Länge T = 10000 wurden gemittelt. Der Ausschnitt zeigt

eine Vergrößerung. Nach [9].

In Zusammenarbeit mit Teilprojekt B6 haben wir die zeitverzögerte Rückkopplungskon-

trolle auch auf rauschinduzierte laufende Pulse in einem lokalen Reaktions-Diffusions-

System angewandt [4]. In einem 3-Variablen-Oregonator-Modell, das die lichtempfindli-

che Belousov-Zhabotinski-Reaktion beschreibt, fanden wir eine signifikante Variation der

räumlichen und zeitlichen Kohärenz sowie der mittleren Periode mit der Verzögerungszeit.
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Abbildung 11: Raum-zeitliche Muster a(x, t) und Spannung u(t) in der resonanten Tun-

neldiode für unterschiedliche Werte der Kontrollparameter: (a) τ = 4.0, K = 0.4,

(b) τ = 13.4, K = 0.1. (Du = 0.1, Da = 10−4). Nach [9].

7 Nichtlineare, chaotische und rauschinduzierte Front-

dynamik in Nanostrukturen

Halbleiterübergittern sind durch eine abwechselnde Schichtenfolge von zwei verschiede-

nen Materialien aufgebaut; sie können als periodische Anordnung von Potentialbarrieren

und dazwischen liegenden Quantentöpfen aufgefasst werden. Bei genügend großer ange-

legter Feldstärke kommt es durch resonantes Tunneln zwischen dem Grundzustand in

einem Quantentopf und dem angeregten Zustand im benachbarten Quantentopf zu ei-

ner stark nichtlinearen, gepeakten Stromdichte-Feld-Kennlinie. Dieses System zeigt sehr

reichhaltige deterministische raum-zeitliche Strukturen und Bifurkationsszenarien [16].

Bei geeigneten Randbedingungen am emittierenden Kontakt wird dort eine Ladungs-

trägeranhäufungs- oder -verarmungsfront generiert, die sich zum Kollektor hin bewegt.
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Diese Fronten trennen Bereiche hoher und niedriger Feldstärke (Hoch- bzw. Niederfeld-

domänen) in Form eines Kink- bzw. Antikinkprofils. Je nach Randbedingungen bilden sich

stationäre oder laufende Fronten aus. Da die Front im stationären Fall prinzipiell in jedem

der Quantentöpfe lokalisiert sein kann, liegt ein System mit hoher Multistabilität vor. Ist

die Kontaktleitfähigkeit gering, werden laufende Fronten generiert, die vom Emitter zum

Kollektor laufen und zu selbstgenerierten periodischen oder chaotischen Stromoszillatio-

nen führen. Die unterschiedlichen Geschwindigkeiten der Anhäufungs- und Verarmungs-

Fronten hängen von der Zahl der im System vorhandenen Fronten ab; dabei kann es

zu Kollision und Annihilation von Frontpaaren mit entgegengesetzter Ladung kommen.

Die chaotischen Frontmuster entstehen durch irreguläre Sequenzen der Annihilation von

Frontpaaren an unterschiedlichen Positionen innerhalb des Übergitters [16].

Wir haben dieses räumlich-eindimensionale Modell durch Berücksichtigung der lateralen

Ladungsumverteilung senkrecht zum Stromfluss auf zwei räumliche Dimensionen verall-

gemeinert und die gekoppelte laterale und vertikale Ladungsdynamik studiert [15].

Ein weiterer Schwerpunkt betraf die Erweiterung des Modells um Rauschterme [2]. Die

zeitliche Entwicklung der Elektronendichten ni im i-ten Quantentopf ist dann durch die

folgende Kontinuitätsgleichung gegeben:

e
dni

dt
= Ji−1→i + Dξi(t) − Ji→i+1 − Dξi+1(t), i = 1, . . . , N, (15)

wobei die Stromdichten Ji−1→i(ni−1, ni, Fi) vom Topf i−1 zum Topf i (sequentielles reso-

nantes Tunneln) als nichtlineare Funktionen von ni−1, ni und Fi durch ein mikroskopisches

Modell gegeben sind; Dξi(t) ist die zugehörige Stromfluktuation (Gauß’sches weißes Rau-

schen), e < 0 ist die Elektronenladung und N die Zahl der Quantentöpfe im Übergitter.

Die Elektronendichten ni und die elektrischen Felder Fi sind wie folgt gekoppelt:

ǫrǫ0(Fi − Fi−1) = e(ni − ND) i = 1, . . . , N (16)

ND ist die Dotierungskonzentration, ǫr und ǫ0 sind die relative und absolute Dielektri-

zitätskonstante. Der gesamte Spannungsabfall U am Übergitter (Periodenlänge d) stellt

eine globale Zwangsbedingung für die Felder dar:

U = −d

N
∑

i=0

Fi. (17)

Wählt man die Parameter so, dass das deterministische System nur stationäre Fronten

hat, so kann durch die Rauschterme die globale Dynamik drastisch geändert werden und

laufende Fronten können induziert werden (Fig.12). Diese rauschinduzierten Fronten zei-

gen ausgeprägte Kohärenzresonanz (Fig.13). Wir konnten zeigen, dass dieses Verhalten die

Signatur einer globalen Bifurkation im dazu gehörigen deterministischen raum-zeitlichen

System wiederspiegelt: eine Sattel-Knoten-Bifurkation auf einem Grenzzyklus (saddle-

node infinite period bifurcation, SNIPER). Somit haben wir ein System mit anregbarer

raum-zeitlicher Frontdynamik identifiziert.
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Abbildung 12: Rauschinduzierte laufende Fronten in einem Halbleiter-Übergitter: Raum-

Zeit-Diagramm der Elektronendichte für (a) D=0, (b) D = 0.5As1/2/mm2, (c) D =

2.0As1/2/mm2. Helle und dunkle Schattierung bezeichnen Ladungsanhäufung bzw. -

verarmung. Der Emitter ist unten. Nach [2].
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Abbildung 13: (a) Stromdichte J(t) in einem Halbleiter-Übergitter. Von oben nach unten:

D = 0.8, D = 2.0, D = 5.0As1/2/mm2. (b) Mittleres Interspike-Intervall (oben) und

dessen normierte Standardabweichung RT (unten) als Funktion von D. Das Minimum von

RT entspricht der Kohärenzresonanz. Der Ausschnitt in (b) zeigt die lineare Skalierung

der Peakfrequenz des Rauschspektrums für kleine D. Nach [2].

In einem anderen Parameterbereich zeigt das System eine Hopf-Bifurkation der stati-

onären Fronten [8]. Knapp unterhalb dieser Hopf-Bifurkation treten rauschinduzierte Os-
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zillationen der Fronten auf. Durch eine zeitverzögerte Rückkopplungsschleife konnten wir

diese rauschinduzierten Oszillationen kontrollieren [8], d.h. die Korrelationszeiten werden

bei optimaler Wahl von τ vergrößert, die Peaks des Rauschspektrums werden schärfer,

und die dominante Periode zeigt ähnliches Verhalten in Abhängigkeit von τ wie in den

oben beschriebenen rein zeitlichen Modellen.
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[20] E. Schöll, J. Hizanidis, A. G. Balanov, and A. Amann: Noise-induced current os-

cillations in superlattices: from stationary to moving domains , in Proc. 28th Int.

Conference on Physics of Semiconductors ICPS-28, Vienna, edited by W. Jantsch

and F. Schaffler (Springer, Berlin, 2006).
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[27] E. Schöll: Avalanche breakdown; Diodes; Drude model; Semiconductor oscillators, in

Encyclopedia of Nonlinear Science, edited by A. Scott (Routledge, London, 2005).

d) in wissenschaftlichen Zeitschriften, zur Publikation eingereicht

[28] B. Fiedler, V. Flunkert, M. Georgi, P. Hövel, and E. Schöll: Refuting the odd number
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W. Just, and W. Häussler (Springer, Berlin, 2005), pp. 39–59.
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front dynamics: From semiconductors to water tanks, Phys. Rev. Lett. 91, 066601

(2003).

[60] H.-J. Wünsche, S. Bauer, J. Kreissl, O. Ushakov, N. Korneyev, F. Henneberger,
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