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5. Übungsblatt – Allgemeine Relativitätstheorie I

Abgabe: Di 25.05.2009 14:00 Uhr

Bei den schriftlichen Ausarbeitungen werden ausführliche Kommentare zum Vorgehen erwartet.
Dafür gibt es auch Punkte! Die Abgabe in Dreiergruppen ist erwünscht.

Aufgabe 1 (6 Punkte): Rotierendes Bezugssystem

Betrachten Sie die Koordinatentransformation

x0 = x′0 x1 = x′1 cos(x′2 + ωx′0) x2 = x′1 sin(x′2 + ωx′0)(1)

die den Übergang in ein Nichtinertialsystem im Minkowski Raum beschreibt (ω ist eine Konstante
und die Lichtgeschwindigkeit ist 1 gesetzt worden). Die dritte Raumkoordinate ist weggelassen
worden.
a) Bestimmen Sie den metrischen Tensor

gµν =
∂xρ

∂x′µ
∂xκ

∂x′ν ηρκ

für die durch die Transformation (1) implizierten Koordinaten, wobei gilt ηρκ = diag(1,−1,−1).
(b) Geben Sie den kontravarianten metrischen Tensor, welcher über gαβg

βγ = δγα definiert ist, an.
(c) Berechnen Sie alle Christoffelsymbole

Γαβγ =
1
2
gαρ(gβρ,γ + gργ,β − gβγ,ρ)

für diese Koordinaten. Nutzen Sie deren Symmetrie im unteren Indexpaar aus.
(d)Bestimmen Sie die Bewegungsgleichung (Geodätengleichung)

d2xα

dt2
+ Γαβγ

dxβ

dt

dxγ

dt
= 0(2)

in diesen Koordinaten und identifizieren Sie die Kräfte.
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Aufgabe 2 (8 Punkte): Virialsatz
In der speziellen Relativitätstheorie erfüllt der Energie-Impulstensor Tµν für ein abgeschlossenes
System die folgende Virial-Bedingung

(3)
∫
T kmd3x =

1
2
d2

dt2

∫
T 00xkxmd3x

Beweisen Sie diese Beziehung mit Hilfe von Tµν,ν = 0.

Aufgabe 3 (3 Punkte): Konforme Transformation
Betrachten Sie die Transformation der Metrik

(4) gµν −→ Ω(xµ)gµν ,

wobei Ω 6= 0 eine beliebige Funktion ist. Zeigen Sie, dass eine solche Transformation winkelerhal-
tend ist und lichtartige Vektoren auf lichtartige Vektoren abgebildet werden.

Aufgabe 4 (3 Punkte): Drehimpulstensor
Der Drehimpulstensor bzgl. des Ereignises a ist definiert als

(5) Jαβγ = (xα − aα)T βγ − (xβ − aβ)Tαγ .

Tαγ ist der Energie-Impulstensor und aα die Koordinaten zum Ereignis a. Zeigen Sie, dass Jαβγ

erhalten ist.
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