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Aufgabe 16 (10 Punkte): Hartree-Fock Faktorisierung
Zeigen Sie die Hartree-Fock Faktorisierung für fermionische Opertoren a†, a:

tr(a†ia
†
jal amρ(t)) ≈ tr(a†iamρ(t))tr(a†jal ρ(t))− tr(a†ial ρ(t))tr(a†jamρ(t)) (1)

unter der Annahme das zu jeder Zeit die Dichtematrix als generalisierter kanonischer statistischer
Operator von Einteilchenobservablen dargestellt werden kann (Erklärung in Übung):

ρ(t) ≈ 1
Z
e−

P
ij λija

†
iaj Z = tr(e−

P
ij λija

†
iaj ),

wobei die Matrix λij hermitisch ist (
∑

ij λija
†
iaj sind Observablen).

Dazu:
(1) Führen Sie die unitäre Matrix φ ein, die die Matrix λ diagonalisiert: λdia = φλφ∗ und trans-
formieren Sie die Operatoren

bi =
∑
k

φikak b†i =
∑
k

φ∗kia
†
k

in der Definition der Dichtematrix.
(2) Berechnen Sie

tr(a†ia
†
jal amρ(t)) =

∑
hkpq

φhiφkjφ
∗
lpφ
∗
mq

∑
{ni}

1
Z

(δhqnhδkpnk − δhpnhδkqnk)Πwe
−λwnw

unter Verwendung der Definition der Spur

tr(. . . ) =
∑
{ni}

〈n1, n2, . . . | . . . |n1, n2, . . . 〉

für einen vollständigen Satz von Besetzungszahlen.
(3) Berechnen Sie analog zu (2) :

tr(a†iajρ(t)) =
∑
k

φkiφ
∗
jke
−λk

1 + e−λk

(4) Kombinieren Sie die Ergebnisse aus (3) und (4) um das Endergebnis Gl. (1) zu beweisen.

Bitte Rückseite beachten!−→
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Aufgabe 17 (10 Punkte): Coulombwechselwirkung in zweiter Quantisierung
In dieser Aufgabe soll die Einführung der Coulombwechselwirkung als typischer Zwei-Teilchenoperator
nachvollzogen werden.
Das Matrixelement der abgeschirmten Coulombwechselwirkung lautet:

V1,2,3,4 = 〈1| 〈2| e2

4πε0 |r− r′|
|3〉 |4〉

mit den Elektronenzuständen:

|n〉 =
1√
V

∣∣∣s(i)n 〉 eiknrn mit i = 1, 2.

Wobei k Wellenzahl- und r Ortsvektoren sind und s
(i)
n der zugehörige Spin. Zeigen Sie, dass für

ein endliches Volumen V :

V s1,s2,s3,s4
k1,k2,k3,k4

= lim
α→0

e2

V ε0

(
|k1 − k3|2 + α2

)δs1,s3δs2,s4δk1+k2,k3+k4

gilt.

Folgendes Vorgehen führt zum Ziel:

1. Führen Sie im Integral einen konvergenzerzeugenden Faktor ein (∼ e−α).

2. Transformieren Sie zu Relativ- und Schwerpunktskoordinaten s = r− r′, R = (r + r′)/2.

3.
∫
d3R-Integral ausführen (ergibt V δk1+k3,k2+k4).

4.
∫
d3s-Integral in (passende!) Kugelkoordinaten umschreiben und lösen. Fertig!

Tipps:

π∫
0

e−ia cosx sinxdx = 2
sin a
a

∞∫
0

e−ax sin bxdx =
b

a2 + b2

δ
(
k− k′

)
=

V

(2π)3
δk,k′


