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n Elektrische Polarisierbarkeit des H-Atoms im Grundzustand. Stark-Effekt

Im Grundzustand des H-Atoms sind die Wellenfunktion und die Aufenthaltswahrscheinlich-
keitsdichte (AWD) des Elektrons zentralsymmetrisch. Negativer und positiver Ladungs-

schwerpunkt fallen zusammen und das resultierende Dipolmoment ist gleich Null.
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In einem &uReren elektrischen Feld E™ werden die Ladungsschwerpunkte getrennt und ein
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elektrisches Dipolmoment p ~ E™ in Feldrichtung wird induziert. Der Koeffizient o in

p=¢g, a E™ heiBt elektrische Polarisierbarkeit. Die Energie des induzierten Dipols im

AuReren elektrischen Feld ist E = —%E-E“ = —%(EX‘)Z.

Unser Ziel ist die storungstheoretische Berechnung der Polarisierbarkeit o fir ein H-Atom im

Grundzustand, das sich in einem schwachen elektrostatischen Feld befindet.
Der Hamilton-Operator I:IO beschreibe das H-Atom ohne &uReres Feld, der Stéroperator v

ist durch die zusatzliche Energie des Elektrons im &ulReren Feld gegeben. Im Fall eines

raumlich homogenen elektrostatischen Feldes (Potenzial ¢ ) in z-Richtung ist
V=ep™ =eEXz. (11.14)

Fir die hier betrachteten schwachen auReren elektrischen Felder von etwa E® ~10° V/m

kann V kann als kleine Stérung aufgefasst werden, denn die Starke des Coulomb-Feldes E©

zwischen Proton und Elektron ist in einem Abstand von der GroRenordnung des Bohr”schen

-19
Radius as wegen E° = 1 & qpolb0210 V. 5-10”% viel gréRer. Der Grund-

4me, aj (0.510%)* m
zustand des H-Atoms ist nicht entartet, deshalb wenden wir die zeitunabhangige Stérungs-

theorie fiir nichtentartete Zustande aus Kap. 11.1 an.

e Wellenfunktionen und Energiespektrum in Abwesenheit eines duReren Feldes

Die Eigenzustande ‘w(°’>von I:I0 sind die uns bekannten Wellenfunktionen des H-Atoms

n

[n¢m), die in Ortsdarstellung die Form . (r,9,9) =R, (r) Y,,,(S,¢) haben.



Der Grundzustand des H-Atoms wird durch

r

1
Wigo(N) = —39 e
raj

beschrieben. Die Eigenwerte von I:I0 , also das Energiespektrum des H-Atoms ohne dul3eres

dre,h’

— =0.529177 10™° m fur den Bohr"schen
ne

Feld, sind durch (10.15?) gegeben. Mit a; =

e’ 1

Radius folgt daraus der tibersichtlichere Ausdruck E® = ————————
2(4ney)ag n

n=.23,..,/-1,

e2

dh. EO9=-—————
2(4ne,)a,

fur die Energie des Grundzustandes.

o Wir bestimmen zunachst die Korrektur erster Ordnung in E® zur Grundzustandsenergie
EQ = (y?|V|y?) =eE™ (y{”|z]y”). (11.15)

Dieses Matrixelement ist Null, denn

<\|’£0) ‘Z‘\V§O)> = IdarW1oo(r)rCOSSW1oo (n= Tdr r’ r\Vlzoo(r)_deSSin 9cos9 Td(p =0,
0 0 0

T

=0 Null ergibt.

weil die Integration Uber 3 wegen %sinzf)
0

Folglich ist der zu erwartende Effekt hochstens quadratisch in der Starke des auflReren

elektrischen Feldes, in Ubereinstimmung damit, dass die Energie des induzierten Dipols
ebenfalls proportional zu (E®)? ist (s.0). Wir konnen deshalb vom quadratischen Stark-

Effekt sprechen.

e In zweiter Ordnung Storungstheorie (in E®Y) ergibt sich die Korrektur zur

Grundzustandsenergie aus der entsprechend der allgemeinen Formel (11.13)
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Durch Vergleich mit E = —%(E“)2 finden wir den gesuchten quantenmechanischen

Ausdruck flr die Polarisierbarkeit o des H-Atoms im Grundzustand unter Einwirkung eines

schwachen homogenen elektrostatischen Feldes (in zweiter Ordnung ST)

)
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o=— N n;l E§°’—Efﬁ> (11.16)

Uber die Berechnung der Matrixelemente im Zahler und der Energiedifferenzen im Nenner

kann o (zumindest numerisch) beliebig genau berechnet werden.

e Um die elektrische Polarisierbarkeit von oben abzuschéatzen, verwenden wir

© O _ 0 0 _ e 1 3 g?
EQ—E®>EQ_E® =6E, m>2 mit sE=——— = _1|=2 ,
2(4rne,)ag 8 4ne,a,

ersetzen die Nenner aller Summanden im Ausdruck (11.16) durch (das kleinere) oE und

erhalten

o< 2o T v - 2ol ) - ) |-
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0
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Bei den beiden letzten Umformungen haben wir < (O)‘ ‘\p(o)> < 0)‘ ‘\V(O)> fur die
Matrixelemente des hermiteschen “Operators” z bzw. die uns bereits bekannte, auf der

Vollstandigkeit des VONS {]w(°’>} vonH, beruhende Relation Z‘W(O)><W(O) =1= 1

r
—e % und z =rcos9 erhalten wir fir das
nag

verwendet. Mit @ (r) =y, (r) =

_2r g

verbliebene Matrixelement < O)‘z ‘\V(O)> J.r dre ® jsdeS r? cos SId@



T

Die Integration tiber ¢ und 3 ergibt die Faktoren 2n bzw. —%0033 9

1, s ] 2
- —5[(—1) ~1]= >

0

“ I
Fur die Integration Gber r nutzen wir die Relation Idx x“e ™ = K B>0, k=12,..,die
0

- BkJrl !
sich fur natlrliche k einfach Gber vollstandige Induktion beweisen lasst. Im vorliegenden Fall

istk=4und B = 2 , also folgt
a

B

© _ﬂ 5
J'drr“e % :%%23-4(%3) =a’.
0

i) =2 ;
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B
Insgesamt erhalten wir fiir die obere Schranke der Polarisierbarkeit die Abschédtzung

2e? 2e? )
dg = 2 B
g, OE 3 e 3

8 J—
°8 4ng,ag

2-8-4n _, 64
a —

a< a; =?naf’3 ~67aj. (11.17)

Der experimentelle Wert ist o, ~ 57,8a’.

1-7-15

11.2 Zeitunabhingige Storungstheorie fiir entartete Zustinde

m

Bei entarteten Energieniveaus E© = E© mit ‘w§°)> = ‘\V(O)> scheint die Bedingung fiir die

Anwendbarkeit der Storungstheorie
(W [V wi?) << [ -ER

verletzt, da die Matrixelemente <\|/§§’ ‘\A/‘wf]°)> i.a. verschieden von Null sind. In den

Korrekturen 2. Ordnung zu den Energieniveaus entsprechend (11.13) treten Divergenzen auf.
Die Losung dieses "Dilemmas’ liegt in der “richtigen’ Wahl der , Startzustande® |y} aus
go‘w(0)>: E© \V(O)>-

n




Wir nehmen an, das Energieniveau E” sei gn-fach entartet und stellen ‘w(°)>als

Linearkombination

v (11.18)

der gn zu E® gehérenden Eigenfunktionen ‘\y‘°>> mit den zunachst unbekannten komplexen
Koeffizienten a, dar.

Dieser Ansatz wird in (11.7) H, ‘w§1’>+\7‘\|/f1°)> =EO ‘\pf})>+ E® ‘w§°’> , also in die A'-
Gleichung (11.7) der Stérungstheorie eingesetzt und letztere dann auf ‘\V(O)> projeziert. Es

folgt

(0) (0)
> ’ ‘ <\|an

A \w<l>>+za Uly®) = EO[y®)+ED Y a,
a=1

gon
(0) ) /1O ], D @ 2: 0) |4,,(0)
> En <\|InB \Vn >+En aa <Wn[3 Wna>'
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(v Fafv)+ X o, (v [V

%,—/ a=1
EO (w9 [P0 0 Bup

Der erste und der dritte Term verschwinden wegen der Normierungsvereinbarung (11.5).

Ubrig bleibt das Eigenwertproblem

< (0)‘V‘\u‘°)>a =EPa,, o,p=1..,9, > Entartungsgrad vonE{” (11.19)

=1

Q

zur Bestimmung der gn Korrekturen E® zum Energieniveau E* sowie der entsprechenden gn
Eigenvektoren {a }aus Entwicklungskoeffizienten zur Bestimmung der zugehdrigen

Eigenfunktionen in Form der Linearkombination (11.18).

Fazit: Die dulRere Stérung hebt die Entartung entweder vollstédndig (wenn alle gn Eigenwerte

E® verschieden sind) oder teilweise auf. Die Aufhebung der Entartung ist spektroskopisch

als Aufspaltung von Spektrallinien Gberprifbar.



| Stark-Effekt fiir H-Atom im ersten angeregten Zustand (1913)

Als Beispiel untersuchen wir storungstheoretisch den Einfluss eines schwachen homogenen

elektrostatischen Feldes in z-Richtung auf ein H-Atom im ersten angeregten Zustand (Energie

E0)

~

H=H,+V=H,+eE*z=H,+eE* rcosg.

Dieser Zustand ist (ohne Spin) g, = 2* = 4 -fach entartet. Die dazugehérigen 4 Eigenzustande
von H, sind |200), |210), |211), und [21-1). Die entsprechenden Wellenfunktionen in

Ortsdarstellung lauten

1 ro) oz
©r) = 1- e %,
Yaoo(r) \/8118.?3 [ 2a,

1
(0) —
W (r’ 8) -
Jorna 2a,

v (r9e) =7

Das Eigenwertproblem (11.19)

eEext rcos9 ‘W(0)> a, = Eg]l) aﬁ , O(.,B :1,2,3,4

Y (v "

a=1

enthalt 16 Matrixelemente, die bis auf <200|\7|210> = <210|\7|200>* = <210|\7|200> (denn V

und die EZ mit m = 0 sind reell) alle aus Symmetriegriinden gleich Null sind.

Beweis:

@) <n£m|\7|n'£'m'> =0 fir m=m", denn in der Ortdarstellung ergibt die Auswertung

der Integrale der Integration tiber ¢ Null.



Darstellungsunabhangig wird der Beweis tiber [\7, ﬁz]: eE™ [z, ﬁz]z 0 gefihrt:

0= <n£m|[\7, L, ]| n'e'm)=(nim|VL,|n'¢'m’)—(nm|L, V|n'2'm’) =

ke

=m'h<n€m|\7

sefeksfoloksokok

n'se m'>—< LGﬁm‘\7| n''m) = (m'—m)h<n£m|\7|n'£' m’).

Dieser Beweis zeigt, dass das Verschwinden der Matrixelemente <n£m|\7|n'£'m'>eine

Konsequenz der Tatsache ist, dass das angelegte Feld zwar die Zentralsymmetrie des
ungestorten Problems, nicht jedoch die Rotationssymmetrie um die z-Achse bricht.
(ii)  Alle vier Diagonalelemente der Stormatrix sind Null, denn

1
<2€m|v|2€m J'5|n8d8 cos’9 + cos9=
sin’g

(iii)  F0r die verbleibenden beiden Matrixelemente ergibt die Auswertung der Integrale in
der Ortsdarstellung

(200|V|210) = (210|V|200) =

ro) o 1 r 5
je Poop = e % = =_3ea,E™.

\/8 ad ( 2a, \/8ma’ 2ag

nutze IO dx xXePX=kI/B¥* fir p>0, k=1,2, ..

eEeX‘Isms}cos 9d9 Id(p '[r dr

2/3 2n

Das EWP im Unterraum des entarteten Zustands E'” hat also folgende Form

0 —-3eaE™ 0 0)( &, a,
—3eaE™ 0 0 0]]a, _E® a,
0 0 0 0lla | ?|a,
0 0 0 0)\a, a,

mit der charakteristischen Gleichung



—ES  —3ea,E™ 0 0

—3ea Eext — E(l) 0 0 ex
et 0B o2 _E® 0 :(Egl))z[(E(zl))z—QezazB(E t)2]20_
0 0 0 -EY

Daraus ergibt sich

0
0
3ea E™
—3eaE™

E,=EY +EQ +O(E*)? mit EY =

Fazit: Im schwachen homogenen elektrostatischen Feld spaltet sich der erste angeregte
Zustand in drei Zustéande auf (linearer Stark-Effekt).
Ohne angelegtes Feld ist ein Ubergang zwischen dem angeregten und dem Grundzustand mit

ho=EY —E® moglich, mit Feld dagegen kénnten drei Ubergange mit Frequenzen
entsprechend 7o = EY + EY —E® im Spektrum nachgewiesen werden.

Die Entartung ist nur unvollstdndig aufgehoben, da das angelegte Feld Zentralsymmetrie
bricht, jedoch die Rotationssymmetrie um die z-Achse erhalt.

Die Koeffizienten a, a=1,2,3,4 zu den Eigenwerten E{"ergeben sich aus den Gleichungen
~EVYa, —-3eaz,E™a, =0

~3ea E™a, -EPa, =0

~Efa, =0

—~EYa, =0

Das fiihrt auf folgende, “richtig gewahlte” "Startzustande™ in nullter Ordnung Stérungstheorie:
(i) Fur E =0 folgt a, =a, =0 und a,,a, = 0. Die allgemeinste WF fiir die unverschobenen

Niveaus ist |¢,) = a,|211)+a,|21-1) ; die Koeffizienten as und as sind (bis auf Normierung)

unbestimmt, die Entartung ist nicht aufgehoben.

N a, 3eazE™ a
(ii) Fur ESY =+3ea,E™ folgt a, =a, =0 und -+ = ——8-—=-2 dh. af =a;, a, = *a,.
a‘2 E2 a1

Unter Beriicksichtigung der Normierung ergeben sich die gesuchten Linearkombinationen:

1) =% (|200)~[210)) fir E, = Ef? + 3ea E™ +O(E™)’

|0,) =% (]200)+|210)) fur E, = EY” —3ea E™ + O(E™)’



