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Theoretische Physik Il (Quantenmechanik I), Bacha@r-Physik, SS 11

1. Schrédinger’sche Wellenmechanik

1.1 Einfuhrung

Die Quantenmechanik (QM) stitzt sich auf ein wigeushsfreies abstraktes Denkgebaude,
das aus der Sicht der klassischen Physik wenigiintst. Aus diesem Grunde gilt die QM
als konzeptionell schwierig; eine "quantenmechdr@datuition” wird sich erst im Zuge der

intensiven Auseinandersetzung mit quantenmechagrsehobleme entwickeln.

QM muss aber sein, da eindeutige experimentellarigkf (nicht nur aus dem atomaren

Bereich) klassisch nicht erklart werden kénnen:

m Stabilitdt der Atome, scharfe Spektrallinien dea YAtomen absorbierten oder emittierten

Licht (- Liniencharakter der atomaren/molekularen Absonstiaind Emmissionsspektren)

m Photo- und Compton-Effekt

m Beugung von Kathodenstrahlen

m Supraleitung, Superfluiditat

m spektrale Energieverteilung der Warmestrahlung

m Warmekapazitat fester Korper bei niedrigen Tempeea

m ... (weitere Beispiele vgl. Kap. 1.2)



1.1  Experimentelle Grundlagen. Lichtteilchen und Maeriewellen.

Welle-Teilchen-Dualismus
A: Licht als Welle

Eine Welle ist ein aus der Experimentalphysik/Hiettynamik vertrautes nicht lokalisiertes

Objekt mit Wellenvektor k und Frequenx

m ebene Welle in x-Richtung(x, t) = u, & (*-)

Wellen zeigen Interferenz, Beugung usw.

B: Licht als Teilchenstrom

Teilchen: lokalisiertes Objekt mit Energie E undolits p; sowie u.U. mit Ruhemasse, m

Ladung g, Spin s, usw.

» Hohlraumstrahlung (Max Planck, 1900):

Hypothese, die Energie des elektromagnetischerefalel in EinheiterAE = 7« portioniert

- gequantelt erklart die Frequenzverteilung der Hahhstrahlung

3
u(w;T) :%% Planck’sche Strahlungsform@eburtsstunde der Quantenphysik
ekt -1

Die Planck’sche Strahlungsformel enthalt die bensther experimentell bestatigten
Grenzfélle fir kleineo (u ~w? — Rayleigh/Jeans), fir grofse sowie das Wien'sche
Verschiebungsgesetz und das Stefan-Boltzmann’sebetis(Gesamtenergie 4) TDie

universelle Konstante ergibt sich durch Vergleiahaem Experiment

= h 0105500 Nms - Planck’sches Wirkungsquantum
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* Photoeffekt

H. Hertz findet 1887 bei Bestrahlung der KathodeeRontgenrdhre, dass Elektronenwr
flr w > wer emittiert werden- langwellige (rote) Grenze. Aus der Sicht der Eiettynamik
und der Vorstellung von Licht als elektromagnetestlielle ist diese Befund unverstandlich:
die Intensitat musste ~ (Amplitudeein, unabhangig von der Wellenlange.

Erklarungsvorschlag von Albert Einstein (1905), nenhypothese: Das einfallende Licht

kommt in kleinen Portionen mit der Enerdgie= 7w .

Energiebilanz: Meyz = po - W,
2

—_— Energiedes Austrittsabeit
kinetischeEnergiedes ~ absorbPhotons  (materialahéangig)

nichtrelatvistischene™
(MessgroRe

* Compton-Effekt

1922 beobachtet Compton bei der Streuung von Risiigdlen an Metallfolien-§

inelastische Streuung eines Photons an eingaire Wellenlangenanderung

A=A ~(@-cos9).

Eine einfallende elektromagnetische Welle wiirdezeitich veranderliches Dipol
induzieren, dass mit~ (1+cos' 8 dbstrahlen wiirde{ Hertz’ scher Dipol). Die

Unterschiede in der Wellenlange bleiben unklar.

Interpretation von Compton und Debey: Rontgenstrabkestehen aus Photonen Bt 7 &

und p=17k.

Energie- und Impulsbilanz bei der inelastischere@ing eines Photons an einem e

2

Energie aiw=hw + P
2m, omh

A=A =——(1-cosb)
m.C

e

Impuls: 7k = hl_(y +Pe




m Rechnung unter Verwendung der relativistischerrgiadmpuls-Beziehung- 2.

Ubungsblatt

C: Elektronen als Teilchen

Aus der Elektrodynamik vertrautes Bild des Eleksrafs Punktladung+$ Selbstenergie !)

mit Masse mund Ladung —e.

D: Elektronen als Wellen

Experimente von Davisson und Germer (1927) zurtidekenbeugung am Kristallgitter (Ni)

ergaben ein Interferenzbild, sobald die Wellenlatgee in den Bereich der Gitterkonstanten

von einigenA gelangtel A =10"°m.

~Welleneigenschaften* anderer ,Teilchen®:
Anton Zeilinger hat 1988 Interferenzbilder bei @sugung von Neutronen gm 2000 rg)
am Doppelspalt mit Gitterkonstanter a ~ 0.1 mm (roskopisch!) und im Jahre 2000 unter

Verwendung von Fullerenen (Balle aus 70 C-Atomeachgewiesen.

Fazit: de Broglie (1923): Welle-Teilchen-Dualismugiuantenmechanischer Objekte:

Alle ,Teilchen* haben ,Welleneigenschaften* (und gekehrt). Besser: QmO kdnnen sich in

Abhangigkeit von den experimentellen Bedingungeheneoder teilchenartig verhalten.

Fur freie Teilchen wird die Zuordnung postuliert:

E=hw, p=hk "Teilchenbid"

de Broglie-Relationen (1.1)
W(r,t) =g, €% "Wellenbild



In Abhangigkeit von der experimentellen Situatioergen das Teilchenbild mit Impuls und
Energie der Teilchen des Strahls oder das Wellémbil Frequenz und Wellenzahl der Welle

zur Erklarung der experimentellen Befunde herangezo

~Wellenexperiment* »1eilchenexperiment®

z.B. Beugung am Doppelspalt z.B. Compton- ¢testoeffekt
(Dr. Quantum)

Licht w Kk mitw=ck E=hw, p=hk mit E=cp
2 2
Elektron oo=E, K:B mit u)(k)=hk E, p mitE= P oderE = m’c* + c*p’
h h 2m, 2m,

einige numerische Abschatzungen:

m Sandkorn:v=1mms™*, m=10° gergibtA = h 610 *m.
P

Zum Vergleich etwa Protonendurchmessdi0*® m — makroskopische Korper haben

extrem kleinede Broglie-Wellenl&ngen

2

m niederenergetische Elektronen) (ait 2p =leV ... A=
m

e

~10°m=10A

golii=y

— solche ekdnnen bei Beugung an Kristallen mit Gitterkonstan/on einigen&

Interferenzbilder erzeugen.



1.2  Die Schrodinger-Gleichung (SG)

A: (Krafte)freie Teilchen

Eine (1D)ebene Wellei(x,t) = u, ) |55t die lineare Wellengleichung (EH-Dynamik im

0°u 1 9% .
Vakuum)— -—==—=0, wenn(ik)?
)0x2 c? at? (ik)

c p gilt. Das ist die relativistische E-p-Beziehdiig Teilchen ohne Ruhemasse, wie die

p

£N2
—ﬂzo,also w=ck bzw.%=c% oder E =

C2
Photonen.

Frage: Welche Form musste eine Wellengleichundyéie Teilchen mit der E-p-Beziehung

2

E =2p—, deren Lésung ebene de Broglie-Wellg(x,t) = g, €“*™ sind?
m

2
Fur E= 2p_ ist wegenE =« undp = # knicht wie obenw ~ k, sondernw~ k?. Deshalb
m

2

versuchen wir den Ansatzg—q;—a%—liJ:O. Fir o ergibt sich(ik)? +iaw= 0 Daraus folgt
X

2 21,2 2
hoo=ffk :"flk , aIsohw=E:L d.h.ian= 2msomit0(:—2—mi.
o 10h an h

Insgesamt erhalten wir

0P Ko ) (Kmt) e hk? p°

ih—=-— mit der Losung(x,t) = P, € * ) fiir (k) = bzw. E=—.

ot 2m ox? Wit =W (k) 2m 2m

2

p

—) ,quantenmechanisches
2m

Diese Gleichung beschreibt ein freies nichtrelatisches E =

nk?

Teilchen® (gmT) als ebene Welle mit der nichtlireraDispersionsrelationyk) = o der
m

2

wegen der de Broglie-Relationen die gewiinschte gi@émpuls-Beziehund= :zp_m

entspricht.



B: Schrodinger-Gleichung fur die Bewegung eines gmim aul3eren Potenzial U(r,t).

Statistische Interpretation der Wellenfunktion

Erwin Schrodinger postulierte fir diese Situatioe @leichung

2
n® wa(f - ‘Zh DY(r,t) + U y(r.t) - Schrédinger-Gleichung (1.2)
m

fur die i.a._komplex&Vellenfunktion (WF) Q(r,t). Welcher Zusammenhang besteht
zwischen der komplexwertigen WF und dem gmT?

» Statistische Interpretation der Wellenfunktion (/&s Wahrscheinlichkeitsamplitude
Max Born, 1927:

lw(r,t) [ dr = w(r, g (r, O d°r (1.3)

ist die Wahrscheinlichkeit, das gmT zum Zeitpunikh tVolumenelementd am Ort mit dem

Radiusvektor r aufzufinden/nachzuweisen.

Wegen dieser statistischen Interpretation inteeessiuns nur die normierbaren

Losungenp(r,t) der SG (1.2), fur die
jvo|3r|qJ([,t)|2 =1 (fur alle t) (1.4)

gilt, wobei V der zugangliche Raumbereich ist. D& ¢(r,t) auch consti(r,t) Loésung
von (1.2), ist die Forderung der Normierbarkeit nagpematisch, solangg(r,t) quadratisch

integrabel ist.

Die statistische Interpretation der Wellenfunktisiheine der Ursachen der ,konzeptionellen
Schwierigkeiten” der QM (vgl.: Unscharferelationy.



