2 Woche 21/22-4-15
B: Schrédinger-Gleichung flr die Bewegung eines gmim aulR3eren Potenzial U(r,t).

Statistische Interpretation der Wellenfunktion (Max Born, 1927)

In 1925, Erwin Schrédinger, "'made an educated guedgostulierte: Fur die Bewegung des

gmT in U(r,t) lautet die gesuchte Gleichung fle (ia. komplexe) Wellenfunktiog(r,t)

2
ihama(tr,t) = —zh O2P(rt) + U@ e(t) - Schrddinger-Gleichung (1.2)
m

« Statistische Interpretation der Wellenfunktion (WF) als Wahrscheinlichkeitsamplitude
(Max Born, 1927):

lp(r, 0] dr = Y(r, g (r,Hyd’r (1.3)

ist die Wahrscheinlichkeit, das gmT zum Zeitpubki(t,t +dt) im Volumenelement

aufzufinden.

Wegen der statistischen Interpretation interessians nur die normierbaren Losunggm,t)

der SG (1.2), fur die
jvo|3r|qJ(g,t)|2 =1 (fur alle t) (1.4)

gilt, wobei V der zugangliche Raumbereich ist. D& ¢n(r,t) auch condil(r,t) Lésung von
(1.2), ist die Forderung der Normierbarkeit unpeobtisch, solanga(r,t) quadratisch
integrabel ist.

Die statistische Interpretation der WF/QM ist edlee Ursachen flr die konzeptionellen
Schwierigkeiten der QM,; ihrer tiefere Analyse fuauf die Unscharfe-Relation, s.u.



« Statistische Interpretation und Zeitinvarianz

2

KM: NBG m% = F fur die Bahnkurve r(t) ist invariant gegen Zeitwhk t— -t. Mit der

Bewegung r(t) (,Film vorwarts®) verstol3t auch dievidegung r(-t) (,Film rickwarts®) gegen

kein einziges Gesetz der KM.

QM: Mit (r,t) ist auchy”(r,—t) (nicht jedochy(r,—t)!) Losung der SG, denn diese ist
invariant unter t- - t nur bei gleichzeitiger komplexer Konjugatid@amit ist aber die flr die

Messung relevante Aufenthaltswahrscheinlichkeitggicnvariant gegentber Zeitumkehr

PEHYEEY - Y-t = Y- (D)W ~(-8) = YO |

d.h. auch die SG beschreibt eine reversible Zaiiekiung.

» Kontinuitatsgleichung fir die Aufenthaltswahrschenlichkeitsdichte

Nach einfachen Umformungen erhélt man aus delgtS@yDLp) = ZI—hQE(LpDQqJ - LpQLpD) also
m

ow - . i -_i_h O_ 0
EJ’O“VJ—O mit w := Y “”dJ-ZmQ[ﬁ‘PE‘P lpglp). (1.5)

Gleichung (1.5) ist die Kontinuitatsgleichung fiie dufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte w,

d.h. j ist die Wahrscheinlichkeitsstromdichte. Die Kionitatsgleichung kann als lokale

Formulierung der Normierungsbedingung (ErhaltungwWwahrscheinlichkeit) interpretiert
werden.

Beweis Ubungsblatt:

FAZIT : Die Gleichungen (1.2) bis (1.4) bilden die Bai#s Schrodinger’schen
Wellendynamik. Es hat sich gezeigt, dass sie retdtivistische Teilchen ohne Spin korrekt

beschreiben.



* Bewegung im zeitunabhangigen Potenzial U(r)

KM : NBG

d?r Gd—r dzr r dr d m(drj2
m—= = —gradU(r = =+ —=[gradU(r) =0, — | +U(r) |=
dt? d ) dt dt dt @ ()= dt { 2 dt )

- Energieerhaltung bei Bewegung im zeitunabhangrygenzial.

om:se ind%EY - I e by ugnwy
ot 2m

Losung durch Trennung der Variablen (Separatioraajs Q(r,t) = (r) T(t)

2 2
wﬂ__h_-rg Y+UPT [:PT£0 - |h1d—T -1 h—D Y+UyY |=const=:E
2m Td ¢ 2m—

r—unabhéangig

t—unabhangig

linke Seite: in= 9T = _, T(t)=T,e e
T dt

Vergleichen wir das mit dem de-Broglie-Postuld, t) = @, € fiir das freie gmT folgt

E=%w, d.h., die Separationskonstante entspricht derdise

rechte Seite: Der ortsabhangige Anteil der Wellekfion gentgt

2
—S—D Y(r) +U(r)P(r) = EY(r) - stationare Schrodinger-Gleichung (1.6)

FAZIT: Bei Bewegung im zeitunabhangigen Potenzial stWIF Ji(r,t) = g (r)e ;Et
wobei g(r) die Losung der stationdren SG und E die (zulassigerte fir die) Energie des

gmT sind. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdicistezeitunabhangig, denn

1BEO[ =TEHT ) =wE)e pP@e™ =wr) ) =|wn [’

wir sprechen von stationdren Zustanden.




Bemerkungen:
(i) Kompakte Schreibweise der SG unter VerwendwstgHIamiIton-OperatoréI

~ n 2
ih% =Hy(r,t), H:= —Zh—mgz + U(r,t) — Hamilton-Operator (1.2a)

Formal kannH aus der klassischen Hamilton-Funktion des physikaén Systems
2

H(E,[,t):ZE—m+ U(r,t) Uber die Ersetzungi(p,r,t) - I:|(£),:r,t) unter Verwendung von

DHEF—ihQ, r - T =r gebildet werden.

(i) Werden in der Energie-Impulsrelation des kissisen Teilchens

p’ p’
==—+U(r,t) bzw. "EPp ==y +U(r,t)p "
m 2m

E

N

Energie und Impuls durch die Operatoren

., 0 . R
Eoliii—, pe —1A0=
ot P =P
ergibt sich die SG

_oy(rt) _ A .
i 3t 2mEllJ(l_r,t)+U(I_r,t)llJ(Lt)

(die damit natdrlich nicht hergeleitet worden ist).



2. Quanten in Kasten und Topfen: Potenzialtopf, P@&nzialstufe, Potentialschwelle
(Tunneleffekt)

2.1  Eindimensionale Bewegung eines gmT im zeitunalhgigen Potenzial U(x)

Bei eindimensionaler Bewegung im zeitunabhangigaerizial U(x) ist die WF

P(x,t) = qJ(x)e7Et wobei Y(x) die Losung der stationaren SG

_h° dW(x)
2m dx?

+UX)W(x) = Ev(x) (2.1)

und E die der WRp (xentsprechende Energie des gmT ist. Die Aufenthiahsscheinlich-
keitsdichte (AWD) (und die gm Erwartungswerte, Jssind zeitunabhangig (stationarer

Zustand). Als WF kommen nur die normierbaren, aitigen, stetigen und stetig

differenzierbaren Losungen von (2.1) in Frage.

. Stetigkeit der WF. Beachte:

(i) Ist U(x) stetig in x = a, dann ist wegen (2L[l’)| ., Stetig in a. Damit sinai,l'|a und Y(a)

stetig differenzierbar in a.

(i) Hat U(x) einen endlichen Sprung in x = a, simda und Y(a) stetig und es gilt

limy@-g) =limy@+e), imy'|, =limy|,.. oder kurzy, @ =y, @, ;@ =y, @.

Beweis durch Annahme des Gegenteils: Hétte efrEn Sprung bei x = a, also
Y(x)~06(x —a), folgte " (@) ~ &'(x — a). Hatte ' (x) einen Sprung bei x = a, also
P'(x) ~0(x —a), folgte Y" (@) ~ &(x — a). Beides stinde im Widerspruch zu

P'(x) = —il—rzn[ E- U(x)] Y(x), denn links hatten wir einen unendlich, rechteeiandlich

grof3en Sprung an der Stelle x = a.



. Entartung der WF

Wenn zu einem Zustand mit der Energie E mehrere)Mg§, i = 1, 2, ..., n existieren, dann
nennt man den Zustand n-fach entartet.
Bei der eindimensionalen Bewegung eines gmT in Bigx) alle Energieniveaus nicht

entartet.
Beweis durch Annahme des Gegenteils: Sgieand . Lésungen zwei verschiedene von

(2.1) zum selben Wert der Energie E . Dann giln®e mity12, = 0 ausgenommen)

lIJz 2m lIJ’; ' ' —
L =—y(U-E) =12, also Y, Y, -y, P, =const
lljl hz ( ) LIJZ

Strebt die WF am Rand des zuganglichen Raumbergedesn Null, folgt

Y _ W, -
H=22 dh y, =Cy,.
0w, b, =Cy,

Da die WF normiert sein mussen, ist C = .jdx| W, (x) |2 =C? Idx| L|J2(x)|2 .
- 1 - 1

. Symmetrie/Paritat der WF

Fur symmetrische Potenziale U(x), U(x) = U(-x),nst Y(x) auchy(- x)Lésung von (2.1)

zum Energiewert E, denn wegen der fehlenden Emigudier WF folgt

W(x) = CY(-x) = CCY(-(-x)) = C*W(x) , also C==+ Lund damit(x) :{ W)

~W(-x)

Also sind die WF bei Bewegung in U(x) = U(-x) enthee gerade oder ungerade Funktionen

von X.

. Reellwertige WF

Da U(x) reell, sind mitp (x)auchy” (x)und die beiden reellen Kombinationen
P(x) +Po(x) oder i[P(x)-yY" (x)] Losungen der linearen (!) stationaren SG (2.3

kénnen wir uns im vorliegenden Fall auf reelle WEs¢hranken.



FAZIT: Bei der eindimensionaler Bewegung eines gmT immRiateU(x) sind die
normierbaren (quadratisch integrablen), eindeut{gemigstens) ("sei eindeutig), stetigen

und stetig differenzierbaren, nicht entartetenll@aelL.dsungen von (2.1) physikalisch

relevant; im Fall U(x) = U(-x) sind die Wellenfundthen entweder gerade oder ungerade.

2.2  Eindimensionale Bewegung gmT im stlickweise kaasiten Potenzial U(x) = U

- ,Quanten in Kasten und Topfen*, Approximation atikdngiger durch stiickweise

konstante Potenziale ... . Die SG lautet in dieseln Fa

oW+ (Uy B W(x) =0,
m

hat also die Form der Schwingungsgleichung des dvaisthen Oszillators (lineare ODE

zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten).

Wie Ublich verwenden wir den Exponentialanséitgx) ~€'* und finden

2
—z—m)\2+(UO—E) =0 - Ay, =\, A =%,/2m(UO—E) .

Offensichtlich sind zwei Falle zu unterscheiden:

A: E > W - klassisch erlaubter Bewegungsbereich

A imaginér - setzeA =ik, k:=%1/2m(UO—E) reell

X)= Ae* +Be™™ de Broglie-Wellen mitp=#sk =+./2m(E-U,) .
qJ( ) nachrechts nachlinks g p ( O)

2
Wie in der KM gilt > =E-U, .
2m

Wie zu erwarten, ist die WF die eines freien gneébjdglich E ist durch E —d&fzu ersetzen.

Merke: oszillatorisches Verhalten der WF im klassisrlaubten Bereich.



B: E < W - klassisch verbotener Bewegungsbereich

Areell - P(x) = Ae™ + Be ™.
Merke: Exponentielles (abklingendes) Verhalten\W&rim klassisch verbotenen Bereich.

Ist der klassisch verbotene Bereigh<xx < , folgt aus der Normierungsbedingung A = 0,
also Y(x) = Be ™. Das kann zu endlichen AWD im klassisch verboteBereich fiihren.

QmT konnen in diese Bereiche eindringen und u.Wem@lbarrieren tberwinden.

Fazit: Bei Bewegung in stickweise konstanten Potenziatedié Losung der stationdren SG

Ae* +Be'™, nk=,/2m(E-U,), (klassisclerlaubteBewegunq
P(x) = . (2.2)
Ae™ + Be™, nh=,/2m(U,-E), (klassisclverboten@eweguny



2.3  Eindimensionale Bewegung gmT im PotenzialtopDiskrete Energienieveaus.

A: Zunachst betrachten wir einen Potenzialtopfemitohen Wéanden

0, X <a
00,|x|2a'

U(x) =U(-x) :{

WF auRerhalb des Topfds| > a:

E < W, alsoP(x) = Ae™ + Be™. Da A =hi,/2m(uO -E) - o folgt unter

Bertcksichtigung der Normierungsbedingudgx) = 0, |x| > a.

WE innerhalb des Topfess| <a:

E > W =0, also(x) = A¢* + Be"™™ mit k =%\/ﬁ .

Wie erwartet, sind die WF reell sowie gerade odwenade.

Bei x =+a mussen die Stetigkeitsbedingungen erflllt sein.

Gerade WF: Augi(x) = (-x) folgt A = B undy(x) = 2A cos(kx).
Stetigkeitsforderung ergibt cos(ka) = 0, aISG%, n=135,... diskret !!
Ungerade WF: Aug(x) = - P(-x) folgt A = -B und(x) = - 2 i A sin(kx)

Stetigkeitsforderung ergibt sin(ka) = 0, aIISG¥, n= 24,6,... diskret !
a

Aufgrund der diskreten Werte fir k sind auch dieri&/é&ir die zu den WF gehérenden Werte
der Energie diskret, d.h. aks- k, folgt

21,2 2 2
E-E, = ok, _h T[Zr; ,h=123..., - diskretes Energiespektrum
2m  8me

fur die Bewegung gmT im unendlich tiefen Potenpiait



Normierung der WF: Wegen

1= jdx Ccosk, x Ccosk x = |=C? jdx cosk x =C? jid(sinknx)cosknx =
o -a —akn

2 a

2 a a
E—sinknx cosk X & jdx sink x (- k, sink x)dx = C? jdx sin"k x =

n -a n -a

0

C2jadx (1—co§ knx) also 2] =2= Cz_idx — C? 24 bzw. C :%

finden wir fir die geraden WF den Normierungsfakior 1/+/a; das gleiche Resultat ergibt

sich fur die ungeraden WF.

Fazit: Im unendlich tiefen Potenzialtopf gilt

2
0] Das Energiespektrunt, :;?m-rz—g, n=123...

- ist diskret
- der Abstand zwischen benachbarten Energienivedablst/proportional zu n

- je breiter der Topf, desto enger liegen benackliamergieniveaus beieinander

%co{%}, n= 135...

fur [x|<a

(i)  Die Wellenfunktionen Y (x) = %S”{%j n= 246..
a

0, fir [x|>a

- sind reell, gerade oder ungerade und besitzerkKmeten.

(i)  Die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte

fur [x|<a

00U =1 1 -z(”"Xj, n=2,486,..

0, fur [x|=a
- hat n Maxima innerhalb [x| < a.

10



Beispiele:

] n=1- Grundzustand

_ A . =L od ™) ke w200 = Leog[ ™
E, = p—" 20 (); W(x)= \/ECO{ 2aj — kein Knoten) ; Y7 (x) = aco§( 2aj

- maximal im Zentrum x = 0 des Potenzialtopfes

n n=2_ erster angereqter Zustand
h°? 1 . (mx : ) 1 ,(TX .
E,=—— X) =—=sin — | - ein Knoten) ; X) ==sin’| — | — Maxima der
2= oz b W) fa’(aj )3 W09 = sin’| =

Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte bei i%

11



0, [x|<a
U, [X|za’

B: Endlich tiefer PotenzialtopfU(x) :{

Analoge Rechnungen im Fall des endlich tiefen Po#dtopfes (- Ubungsblatt) fiihren auf
die gleichen Schlussfolgerungen (i) — (iii) obert modifizierten Ergebnissen furnEnd
Wn(x); im Grenzfall Y — o ergeben sich die hier diskutierten Ausdriicke @ihsilich der
Rechtfertigung der Randbedingudg+a) = 0.

I
()

Y
o

12



Einfache Abschéatzungen:

m Proton im Atomkern: g~ 91,7 16" kg, a~213°m

Wir finden B2 — E1 ~ 5 10'2J ~ 30 MeV.

m Elektron im Potenzialtopf atomarer Abmessungesn=®,1 161 kg, a~ 16°m

Es ergibt sich E~ 1,5 10'® n? J. Die Energiedifferenz zwischen Grundzustandenstem
angeregten Zustand ist EE ~ 4,5 1018 J ~ 28 eV.

Die Wellenlange eines beim Ubergang-E& emittierten Photons betriige~ 4,4 10’ m, das

ist die richtige GroRenordnung vieler atomarer \ghage.

. Salzkorn: m ~ 1&° kg, a~ 16 m

En~ 1,4 10°°n? J (!). Zum Vergleich die mittlere thermische Eriengro Freiheitsgrad bei
1 K (also nur Grad tiber dem absoluten NullpunktTaemperatur) ist kT ~ 1€ J, das

entsprache n ~ 3 ¥bund einem Abstand zwischen benachbarten Niveaus\&106* J.

Diese feine Energiequantelung ist experimentehtawflésbar ...
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