S5Wo_AxiomFormulierungQM_13/14-5-15
5. Abstrakte Formulierung der QM

Frage: Verbirgt sich hinter den in Kapitel 4 behandelten dquivalenten Beschreibungen des

Zustandes eines quantenmechanischen Teilchens mit Hilfe der Wahrscheinlichkeits-

amplituden y(r,t) und ¢(p,t) eine tiefere mathematische Struktur? Existieren weitere
"Darstellungen der QM"?

5.1 Linearer Vektorraum (VR) ¥
Folgende Axiome definieren den linearen Vektorraum (vgl. Vorlesung lineare Algebra):

e Abgeschlossenheit

Fiir zwei Vektoren X, y sind Addition und Multiplikation mit reellen Zahlen o und 3 definiert:

Sind§,ze?’,soistauch;=oc§+BXET. (5.1)

e Skalarprodukt

Definiert als Vorschrift, die zwei Vektoren eine reelle Zahl zuordnet. Notation: x-y (5.2)

Eigenschaften: Xy=yx, xx20, g-(a§+Bz):a;-§+Bz-y,o¢,B-reell. (5.3)

Der reelle Skalar (x-x)'>wird Betrag oder Norm des Vektors x . Zwei Vektoren x und y

heiBen orthogonal, wenn x- y=0 fir x#0, y# 0.

¢ Basis und Vollstindigkeit

Es existieren Sétze von Vektoren {gi} , die orthonormiert sind, d.h. ¢;-¢, =9, ,1=1, ..., n.
Diese bilden eine sogenannte Basis in ¥ .

Vollstindigkeit bedeutet: Jeder Vektor x € ¥ ist als Linearkombination der Basisvektoren

darstellbar

n

X=) e , ¢=X-¢.

1 1

(5.4)

i=1



Die Entwicklungskoeffizienten c; sind die Skalarprodukte der Vektoren xund e; .

Cl
Der Spaltenvektor x =| .. | aus den Entwicklungskoeffizienten wird als Darstellung des

C

n

Vektors x € ¥ zur Basis { gi} bezeichnet.

Wichtig: In Abhingigkeit von der Wahl der Basis sind offensichtlich unterschiedliche,

dquivalente Darstellungen von x € F moglich.

Objekte, die die Axiome des linearen VR erfiillen sind (z.B.):
] 1. Beispiel: Vektoren im dreidimensionalen Euklidischen Raum, n = 3 (vgl. MMP)

(5.1) »> Vektoraddition (Kréfteparallelogramm) und Multiplikation eines Vektors mit einer

reellen Zahl sind erklart.

(5.2) — Das Skalarprodukt (Lange eines Pfeils multipliziert mit der Lange der Projektion des
anderen Pfeils) ist erkldrt. Die Eigenschaften (5.3) sind erfiillt.

(5.4) — Die Einheitsvektoren ey, ey, und ¢, bilden eine vollstindig orthonormierte Basis. Die

Darstellung des Vektors r zur Basis gy, ey, &, (Komponentendarstellung) lautet
X

r=xe +ye +ze,, r=|y|=(x,y,2)".
z

Wir kennen kompaktere Notationen unter Verwendung der Summenkonvention:
3 X

r=YX¢=X¢,X =I-¢, I=|X,|=(X,X,,X;)"

= i~ i~ i = i = 2 1922943
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] 2. Beispiel: Die in [0, L] stetigen reellen Funktionen f(x) mit f(0) = f(L) = 0.

(5.1) — Mit f(x) und g(x) ist auch h(x) = a f(x) + B g(x) stetig und reell in [0, L] mit h(0) =
h(L)=0.

L
(5.2) — Ein entsprechend der Vorschrift J-dx f(x)g(x)=:(f,g) definiertes Skalarprodukt
0

Notation

erfiillt alle unter (5.3) geforderten Eigenschaften.

(5.4): Mogliche Basisfunktionen sind z.B. vy (x)= %sin(n—;xj, n=1,2,3,...,da

(V,,V¥,,) =3,, . (Ubungsblatt)
Die Vollstandigkeit, d.h., die Entwickelbarkeit einer beliebigen f(x) nach y,(x) bedeutet

{

£(0 = e, w, () mit ¢, = (v,.5) = [dxFEOW, (x)

n=1 0
fiir beliebige f(x) aus dem Vektorraum.
Im Fall periodischer Funktionen f(x) =f(x+L) ist das Gegenstand der Theorie der Fourier-
Retihen.

Beachte:
(1) Im zweiten Beispiel werden Funktionen als Vektoren in einem co-dimensionalen VR

aufgefasst.

(i) Wie x = ingi im ersten Beispiel, ist f(x) = (c:l,cz,...,cn,...)T mit ¢, =(y,,f) im
i=1

zweiten Beispiel eine von vielen moglichen verschiedenen Darstellungen ein und desselben

"Vektors f(x)", ndmlich die zur hier gewihlten Basis {y,(x)} . VONS aus orthogonalen
Polynomen sind andere Beispiele fiir Basen, nach denen f(x) in eine Reihe entwickelt werden
kann.

(iii) Die Basis {y, (x) } besteht aus den orthonormierten WF fiir die 1d Bewegung eines qmT
im unendlich tiefen Potenzialtopf. Das bringt uns auf den Gedanken, alle Wellenfunktionen
konnten als Elemente eines linearen Vektorraums / Funktionenraums mit geeignet definiertem

Skalarprodukt aufgefasst werden.

Frage: Wie gehen wir damit um, dass die WF im Gegensatz zu den f(x) € ¥ allgemeinen

komplex sind und von mehreren Variablen abhéngen kénnen?



5.2 Hilbert-Raum. Dirac-Notation
Wir fithren folgende modifizierte Definition des Skalarprodukts fiir komplexwertige

Funktionen ¢(x) und y(x) mehrerer unabhéngiger Variabler x ein:

Notation

{
[dXx0OWE) = @) o X=X, 000X,
Eigenschaften:

O Gwv=6bw,

(5.2

(5.2")

denn () = [d'x $' 0 w(x) = ([dx 0w @) )= ([d'x v )6 ) = (w0

Also: Reihenfolge in(¢,y) beachten!

(i1) (y,y) =0, nach Normierung (y,y)=1.

(1)  (d,oy, +Bwy,) =a(d,y,)+B(d,v,) — linear bzgl. des hinteren Faktors

(ad, +Bd,,w) = (¢, W) +B (d,, W) — antilinear bzgl. des vorderen Faktors

wobei nun a, § komplex.

(iv)  Basis: Es existiert mindestens ein vollstdndig orthonormiertes System von Basis-

funktionen {u,(x)} (— VONS), so dass fiir beliebige vy € H

(u,,u,)=90 und y(x)= Zanun(g) mit a_=(u_,y) fir y e H.

n=1

Mit (x)= Y b,u, (x) folgt

(W) = [d'x Yaru,(0 Yb,u,0= Y arb, [dx u()u,x)=ab, .

n,m=1 n
8,m <> VONS

Der unendlich dimensionale lineare (— Superpositionsprinzip) Vektorraum mit dem

Skalarprodukt (5.2") mit den Eigenschaften (i-iv), heifit Hilbert-Raum .

(54"

(5.5)



° Dirac-Notation

Zur Vereinfachung der Schreibweise fiihrte Dirac folgende kompakte Notation ein:

|\|1> — bezeichne den Zustandsvektor (ZV) / die Wellenfunktion im 9 unabhingig von der

Darstellung in einer bestimmten Basis.

Eine Darstellung von |\|/> und |¢> zu einer speziell gewihlten Basis {u,(x)}

a, B b, .
y=|a, |=a gemiB y(x)=> a,u,(x) und ¢=|b, |=b gemiB ¢(x)= b, u,(x)

n=1 n=1

kann als Spaltenvektor (Matrix) mit abzdhlbar unendlich vielen Elementen aufgefasst werden.

Dann ist das Skalarprodukt (5.5) (y,¢) = Za: b = 2*+~ b= g - b als Produkt von Matrizen

n=1
erklart.

Wir definieren mit
(w|=]w)’ (5.6)

den zu |\|1> adjungierten ZV. Dann konnen wir das Skalarprodukt in der Form
(w.9)=a"-b=(v|{0) = (v.¢)

notieren. Im Sinne von <\|/,¢> = <\y| . |¢> spricht Dirac von Ket-Vektor, kurz Ket |> , und

bracket bra ° ket

Bra-Vektor, kurz Bra <| .

Beachte:

(1) In der Darstellung von |\|1> zur Basis {uy(x)} ist <w| = |\|1>+ = 2+ .

(11) <\|1|+ = |w>, denn <w|+ = ({)+ :3=|\|1> und <oc\|/| = oc*<\|/ , a komplexe Zahl.

(1i1) <\|/|\|/>1/2 ist die Norm des Kets |\|/>



Bra-Vektoren sind Elemente des zu H dualen Raums #* der linearen Funktionale (z.B. des

Skalarprodukts). Das Skalarprodukt <\|/,¢> bezeichnet die komplexe Zahl, die das lineare

Funktional <\|I| einem Ket |¢> zuordnet.

Die Dirac-Notation

o0

v)=2a,

n=1

n>, an:<n|\|/> mit dem VONS {|n>},d.h. <n|n'>=6

ist dquivalent zur Schreibweise
v(x)=Ya,u,), 8, =(u,y) = [d'x u, () y(x) mitdem VONS {u,(x)}, (u,.u,)=35,,
n=1

fiir beliebige v € H.

5.3  Operatoren im Hilbert-Raum

Ein Operator Q ist eine Vorschrift, die jedem Ket |\|f> € H einen neuen Ket |\|f'> eH

Q\y> e H (5.7)
zuordnet. Die in der QM betrachteten Operatoren sind linear, deshalb gilt

[v) = Qlarfg)+B [w)) = 0. Ql)+BQlw) [0)

w)e H , a, B - komplexe Zahlen. (5.8)

Einheits- und Nulloperator sind iiber 1 |\|/> = |\|/> bzw. 0 |\|1> = |\|/> fiir alle |\|1> € H definiert.




] Beispiele

x; , und F(r,t) als Multiplikatoren, ai, V,A;
X.

9
at b
Q(p,r) > Q=Q(-iV,r) > y(r,1) oder Q(p,r) > Q=Q(p,inV,) <> ®(p,1);

2
—27’—v +U(r,t) , p=—ihV,usw. usf.

H

Aus der Vollstindigkeitsrelation (in Dirac-Notation) folgt mit a, = <n|\|/>

o0

[w)=Daufn) = 3 n) (nf) = X [n)n]jv) firatle |v) €74

n=1 n=1

Also ist |n><n| ein Operator mit 1= i |n><n| — "nahrhafte 1" (5.9)
n=1

<Q\|/‘ ist der zum Ket ‘Q\y> gehorende Bra. Deshalb gilt

<Q\V‘ ‘Q\V> Q | W>) = < \V| Q Beweis: Multiplikation von Matrizen, s.u.
Merke: Will man den linearen Operator Q aus dem Bra <Q\|/‘ herausziehen, muss man ihn

durch Q* ersetzen und rechts vom Bra anfiigen.
Dagegen ist der der Ausdruck Q <\|!| nicht definiert, denn der Bra <\y| g H !
o Matrizendarstellung von Operatoren (vgl. Vorlesung lineare Algebra)

Das Skalarprodukt ¢|\|J <¢‘Q\|!> ¢|Q|\|!> ist i.a. eine komplexe Zahl. Bei Verwendung

von Elementen eines VONS {| n>} in Bra und Ket werden die komplexen Zahlen

<n|Q|n'> — Matrixelemente des Operators Q zur Basis {| n>} (5.10)



Matrixelemente des Operators Q zur Basis {| n>} genannt. Wir erhalten die

Matrizendarstellung des Operators Q zur Basis {| n>}

Q11 Q12 Qlj
QZI sz sz

Qe | Matrizendarstellung des Operators Q zur Basis {|n>}
Qil Qiz Qij

— quadratische Matrix mit abzdhlbar (diskrete Basis) oder {iberabzidhlbar (kontinuierliche
Basis) vielen Zeilen und Spalten. Das kennen wir aus der linearen Algebra: Ein linearer
Operator mit diskretem Spektrum (endlich oder abzéhlbar unendlich viele Eigenwerte) kann

als Matrix auf einem (endlich bzw. unendlich dimensionalen) Vektorraum dargestellt werden.

Beispiel
n Matrix-Darstellung von |y’) = Q

W)

Q [2|n'><n'|j|w>=§<n|é|n'><n'|w>-

Unter Verwendung der Entwicklungskoeffizienten b, = <n|\|1’> und a, = <n|\|/> folgt

Also wird aus der darstellungsunabhéngigen Beziehung |\|l'> =0 |\|/> unter Verwendung der

Basis {|n>} die Matrixdarstellung von |\|/> , Q und |\|/> entsprechend

b, Qi Qu - Q; (1
b, Qy Qpn o Qy |2

b, Qu Qu Q; - |]a



] Die Eigenwertgleichung (EWG) fiir den Operator Q ist

Qlv,)=q,|v,) (5.11)
v, ) zum Eigenwert (EW) g, von Q. Aus

Qv.)=a.|v.)=1Q1|v,)=q,1|v,)

folgt

D[ [Qfn, o ) =, 3o |n. ) bz D[ [ (@) =a,8,) (o, ) =0

i, j=1%* i=1 i, j=1%*

und da die |ni> linear unabhéngig sind (VONS!) erhalten wir

> ((m[Qn,)~a,8,)(n

J

y,)=0 firallei. (5.11")

Dieses System aus endlich oder abzéhlbar unendlich vielen homogenen linearen

algebraischen Gleichungen zur Bestimmung der <n i n> hat nur dann nichttriviale Losungen,

wenn die Determinante

det( |Q‘ > q,0 U) det(Q —-q, lJ):O

verschwindet. Sind die Matrixelemente Q;; bekannt, lassen sich aus der charakteristischen
Gleichung die EW @, bestimmen. Dann werden fiir jedes g, aus (5.11') die Koeffizienten

(n,

n> ermittelt. Die zum EW q, gehdrende EF ist

Wn> = g<nj

v.)

nj> :



Bemerkung: Bei kontinuierlichem Spektrum, also kontinuierlicher Basis {|n>} , wire anstelle

von (5.11") die Integralgleichung j dn’ <n Q n'> <n'

\|In> =q <n|\|/n> zu losen.

Beachte: Angenommen, die EF {|\|/n>} des Operators Q bilden ein VONS. Wird der lineare
Operator Q zur Basis seiner EF |\|1n> dargestellt, so ist die darstellende Matrix diagonal und

auf der Diagonalen stehen die EW von Q , denn

A

Q ij>=<\vi\qj vi) = {wil ;) =a;.

Qij = <\|’i

v)=(w,

Die Bestimmung der EW ist also dquivalent zur Diagonalisierung der Matrix Qj;.

° Produkte von Operatoren. Der Kommutator

Def.: (AB)|y)=A(Bly)) (5.12)

Im Allgemeinen sind Operatoren nicht vertauschbar. Die Differenz
[A.B] = AB-BA (5.13)
wird Kommutator der Operatoren A und B genannt.

Beispiele

0 0 0’ 0? ) '
[ ] —, = - =0 (fiir stetige WF)
Ox; O0X; | Ox;0x; OX;0x,

m [%.5,] = x [—ihij—[—ihijx =ih(—xi+ixj :ih[—xi+1+xij =ik
Ortsd. Ox Ox ox  Ox Ox ox

— komplexe Zahl

10



(] l:xi,i:l = X, 0 - 0 X; =X, 0 —Sij—xii:—Sij also [f(i,f)j]:ihﬁij (5.14)
OX; ox; Ox; OX .

Ortsd. !
Ox i i

Bem.: Vergleiche mit den fundamentalen Poisson-Klammern aus der KM.

n Komponenten des Bahndrehimpulses
Korrespondenz— Orts— f
Drehimpuls L =rxp — L=txp = —rxV
- prinzip — darst. 1

Fiir den Kommutator der Operatoren der Komponenten des Drehimpulses erhalten wir

(L., =[yp, —2p, .2, —xp,|=[yp,.2p.]-[yp,.xp,]-[2, .2p, ]+ [ 2B, .x,]=

Null Null
=yp, [D,.z]+xp, [2.p,]=ih(xp, —yp,) =ihL,
—ih ih
[f’i’f‘j] :ihgijk IAlk (5.15)
A f)z
n Fiir den Hamiltonoperator H = —+ U(r) eines qmT bei Bewegung in U(r) ist
m

anp)

[

—_in= (5.16)

&) ==itp wa [fp]- {U(z),—ih a} 2}3

ox,

n Matrixelemente von A B

(AB),=(n|AB[n)=(n|ATB

n')=>(n|A|k)(k| Bjn)=> A, B, . (5.17)

k

also Matrizenmultiplikation.

11



n Niutzliche Relationen

@  |AB.c|=A[B.¢|+[A.c|B

(i1) e*Be ™ = ]§+[A,]§ +l [A, A,B ” + ... — Baker-Hausdorff-Identitét

o0

) 3 ) ) 3 1« .
wobei der Ausdruck e* durch die Potenzreihe e” = Z—'A“ definiert ist
n=0 n:

(vgl. Ubungsblatt).

An dieser Stelle sei an einen wichtigen Satz aus der linearen Algebra erinnert:
Satz: Zwei lineare Operatoren haben genau dann einen gemeinsamen VONS von EF, wenn
sie kommutieren.

Bewels:

(—) Angenommen, A und B haben einen gemeinsamen VONS von EF {|\pn>} , d.h.

~

Aly,)=a,

v,)=b,

\yn> und B \pn> . Dann gilt fiir alle |\|1> eH

ABly) = ABY ¢, |v,)=AY ¢, Bly,)=AY c,b,|v,)=> ¢, b, Aly,)=c,b,a,ly,)
bzw.
BA w>= =Z:cnanbn \|/n>.

Also ist wie zu beweisen Aﬁ|\|}> - ]§A|\|}> =0, fiir beliebige |\|1>, denn die EW sind als 1.a.

komplexe Zahlen beliebig vertauschbar.

(<) Sei [A,B] =0. Dann ist mit |\|/n> auch ]§|wn> Losung des EWP A|\|/n>=an

v.)

also EF von A , denn

A

B v,)=Ba,

v,)).

v,)=a,(B

A(Blv,))-BA

12



Angenommen, der EW a,, ist nicht entartet. Dann entspricht ihm (bis auf Multiplikation mit

einer (Normierungs)Konstanten) genau eine EF |\|In> , €s muss also

A

B

\un> = const|\|1n> =b, \|}n>.

Das bedeutet, n> ist auch EF von B (zum EW b,).

Fiir entartete Eigenwerte a,,, wird der Beweis etwas aufwindiger, da dann ]§|wn> # const| \|;n>

moglich ist. Angenommen, a, sei k-fach entartet und {‘\y(”> (k)>} sei eine Basis im

Eigenraum von A zu diesem a,. Wie oben gezeigt, sind alle B‘\p(l)> 1=1,...,k auch EF zu
A, d.h. nach den {‘\yff)>} entwickelbar, d.h. B‘\VS)> ZCU‘\V(I)> (*).

Wir behaupten, es existieren EF von B, die passende Linearkombinationen der ‘\IJS)> und

damit auch EF von A sind: Wir suchen also |¢> derart, dass

B[¢) =b[¢) und |¢) Zc\w“>

gilt. Dann haben wir

B [¢) BZC‘\V(I)> ch‘\u(l)> und B|¢)= Bz ‘\u“)> iciﬁ (‘)> Zc ZCU‘\U(J)>

also Zc ZCU‘W(J)> bzc‘ (')> und schlieBlich z (ch ¢, ~be,8, j‘w(1>>

k
Das fiihrt auf das EWP Z:(cij —-bd;)c; =0 fur die Matrix cjj :

13



Es hat k Losungen; diese sind reell, wenn B ein hermitescher Operator ist (s.u). Beachte, dass

n

k .
allen ‘¢(i)> = chi)‘\y(”> zwar derselbe EW a, bzgl. A , aber i.a. unterschiedliche EW b®
j

bzgl. B entsprechen.

° Adjungierte und selbstadjungierte Operatoren. Hermitesche Konjugation

Im Zusammenhang mit Operatoren im Skalarprodukt <¢‘Qw> = I d'x ¢"(x) Q\u@) definieren

wir den adjungierten Operator Q+ .

Def.: Q" ist der zu Q adjungierte Operator, wenn fiir beliebige Kets |¢> und |\p> gilt

(o)) oy 19
Beispiel
n In L2ist die Definition von Q*

J-dfx (Q+ Oy = J-dfx o Q\V fiir alle quadratisch integrablen ¢(x), y(x).

Def.: Q heif3t selbstadjungiert oder hermitesch , wenn Q+ = Q . (5.19)

Eigenschaften:
i Q) =Q, Q'=xQ (reC)

(1)  Mit A und B ist auch ocA—i—Bﬁ, o, € C ein selbstadjungierter Operator.

(i) (AB)"=B*A*

denn (0](AB) w)=((AB)O| w)=(AB | v)=(Bo|A"w)=(0

B*A* \|1> :

14



Also ist das Produkt aus zwei vertauschbaren hermiteschen Operatoren hermitesch, denn dann
ist  (AB)"=B'A* =BA = AB.
Da jeder Operator mit sich selbst kommutiert, ist der Operator f (A) hermitesch, wenn A

hermitesch ist und die Funktion f in eine Potenzreihe (Taylor-Reihe) entwickelbar ist.

v) |A.B]=[B".A"]

Also ist der Kommutator aus zwei hermiteschen Operatoren Aund B antihermitesch

[A.8]=[B".A"]=[B.A]=-[A.B] .

Der Operator i[A,E] ist folglich hermitesch, wenn Aund B hermitesch.

2
| Beweisen Sie, dass p=—iZV und H = —;—22 + U(r) hermitesche Operatoren sind.
= m
I 3 h2 2 * K 3 * h2 2 . . . .
Z.B. J-d r|—Vy@)| 6@ = Id rvy (r)| ———V " d(r) |, T zweimal partiell integrieren
B 2m LA 2m

unter der Voraussetzung, dass y(r) und ¢(r) im Unendlichen verschwinden.

Bem.: Hermitesche Operatoren werden durch hermitesche Matrizen dargestellt. Deren

Diagonalelemente sind reell.

. Eigenwerte und Eigenfunktionen hermitescher Operatoren

|\un> ist Eigenfunktion (— Eigenvektor, Eigenzustand) des Operators Q zum Eigenwert q, ,

wenn sie Losung der Eigenwertgleichung (5.11), Q |\|1n> =q,

\|1n> , 1st.

15



In der linearen Algebra werden folgende beiden, fiir uns wichtigen Sitze bewiesen:

Satz: EW hermitescher Operatoren sind reell.

Beweis:
(v, |Qu,) = (w,la,w,) =, (v, | w,)
(v, |Qu,) = (Qw, | v) = (Qu, | wa) = (aaw, | w.) =i (w, | v,)
_) ____________________________________
0=(q, ~a)(Va| W)

Da (y,|v,)#0 folgt q, =q,.

Satz: EF hermitescher Operatoren zu verschiedenen EW sind orthogonal.

Beweis: Seien die EW g, und q,, des Q* = Q entsprechend Q \un> =q, \|/n> und
Q \ym> = qm|\|fm> nicht entartet. Wir haben
Qo (W) = (V| Q) = ( Q| i) = 00 (| Vo) = Ao (W W0)-

Daraus folgt 0=(q, —qm)<\|1m

\Vn> bZW' <\|jm \Vn> = O ﬁ,lr qn * qm ‘
Auch wenn mehrere EF zu einem EW gehdren, also im Fall der Entartung, konnen die EF
eines hermiteschen Operators immer so gewahlt werden, dass die Orthogonalititsrelationen

erfiillt sind (— Hilbert-Schmidt-Verfahren).



