7. Woche 26/27-5-15
7Wo_HO_algebraisch_Basiswechsel_H-Bild

6.3 1D harmonic oscillator revisited: Harmonischer Oszillator in Besetzungszahl-

darstellung. Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren.
. Was wir schon wissen (Vorlesung Mechanik)

klassische Beschreibung:

Teilchen oszilliert harmonisch x(t) = Acos(wt +0), o’ = 5
m

2

Energie E :%XZ +gx =.. :%o)zA2 zwischen 0 < E < oo , kontinuierlich.

guantenmechanische Beschreibung (Kap. 3):

ohne Rechnung:

— da Potenzial U(x) zeitunabhangig, folgt y(x,t) = y(x) e
— da U(x) = U(-x) sind alle WF y(x) gerade oder ungerade.

— da wir das eindimensionale Problem behandeln und U(x — ) = o, erwarten wir fur die

untersuchte gebundene Bewegung ein diskretes, nichtentartetes Energiespektrum.

mit Rechnung: In Kap. 3 haben wir mit der Sommerfeld”sche Polynommethode die stationére

Schradinger-Gleichung in (wie wir jetzt wissen) Ortsdarstellung geldst, um y(x) und E, aus

n? dAy(x) mo’
- +
2m  dx?

X y(x) = Ey(x)

Zu bestimmen.



Vorgehensweise:

— Asymptote abspalten, Potenzreihenansatz fiir den "Rest™, Rekursionsformel

T 1 1
: 2k +1—a

[ I TIRS

- Normierbarkeit sichern

a, =0, wenn n ungerade
a=2n+1, n=0,12,... sowie
a, =0, wenn n gerade

- ergibt E=E, = ( n +%j ho, n=0,12.... &quidistantes nichtentartetes

Energiespektrum mit den dazugehdrigen Eigenzustanden/EF
1

mo )4 1 mo mo
o5 g ol )

n

wobei H,(z) = (—1)”eZz dd?e‘zz die hermiteschen Polynome sind.

2
Diese sind Losungen der ODE (d— - 2ydi+ ZnJ H, (y)=0.
y

2
- fur die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte fanden wir

Cx|<A
2

1
TVA? =X

0, sonst

lim [y, () |* = w, (x) =




o Algebraische Losung des Eigenwertproblems fiir den Hamilton-Operator des

eindimensionalen harmonischen Oszillators (Dirac)

2 2
mo 2 2. Postulat mow

Py ~ B
H(p,,X)=—*+ X > H=—">+
(PX) 2m 2 2m

%2 mit [%,p, |=in. (6.15)

Dirac fuhrt den Operator a und seinen adjungierten a*ein

CRRNALICE S x= |- (av+a)
"\ 2n 2mio “\2mo
v m_ ® o 2me . (6.16)
5 = mm)A(_ I 5 B =i mhm(gﬁ_a)
2n  J2mhe " 2

Offensichtlich sind weder a noch a* selbstadjungiert. Sie geniigen der Vertauschungsrelation

[a.a7]=1, bzw. 32" =1+4°4 (6.17)
denn
mo . i ~ mo i " [N i1~ - i ...
: — =-—1|%, —[p, X ]|==—(-in+in)=1.
{ 2h X+\/2mhc)px 2n szhmpx} Zh[iifL]JrZh[L}hL] 2 )

H 2 ~2
Wegen 4a'a="1%g2, ! p +L(>“(f)X —r?)Xf():i mo” ez, P | 1 folgt
2h 2mhio 2h———— ho\| 2 2m 2

1/2
f p_mTwhw(gj (6.18)

Damit ist das Eigenwertproblem (EWP) fur den Hamilton-Operator H auf das des Operators

N=2a'a zuriickgefuhrt. Wir bezeichnen die EF des Operators N mit |n> die

entsprechenden EW mit n und versuchen, die Eigenwertgleichung fiir N zu l6sen

N|n)=n[n) , N=2"a. (6.19)



. Eigenwertspektrum des Operators N =4a*a

Zur Berechnung der Eigenwerte von N halten wir fest:

(i) Der Operator N ist hermitesch, denn N* = (4"a)" =aa** =44 = N. Also sind die EW

reelle (nicht unbedingt natiirliche) Zahlen und die {|n)} bilden eine Basis im Hilbert-Raum .

(i) Die EW von N sind nicht negativ, denn es gilt n = (n| N|n> =(n|a*a|n)=(an|an)>0.

Damit ist das Spektrum von N nach unten beschrankt.

(iii) Es gilt N(é|n>): (n—l)(é|n>) , d.h., wenn |n) EF von N zum EW n ist, dann ist aln)

ebenfalls EF von N, allerdings zum EW (n-1).

Beweis:

n) = (@'8)|n) = (a&° ~1)a|n)=4(a'a—1)|n)=aR|n)—a|n) =

n[n)

=
Q>

)

[n

=
Il

én|n>—é|n>:(n—1)(é|n>)

Da die EW von N (wie die von H ) nicht entartet sind”, kénnen sich wegen

N|n ~I)=(n-1)|n-1) (vgl. (H6)) die Zustinde a|n)und |n—1)nur um eine
(Normierungs)Konstante unterscheiden; es muss also a|n) = const|n —1) gelten.
Im Gegensatz zu [n) ist &|n) noch nicht normiert. Wir finden

<én|én> :<n|é*é|n> :<n|N|n> = n<n|n> =n, und damit schlieRlich

an)=+/n|n-1) (6.20)

(iv) Analog wird die Giiltigkeit der Relationen

N(é*|n>):(n +1)(é*|n>), a*|n)=vn+1|n+1) . (6.21)

bewiesen:

Ra‘|n)=a'@a")n) = &' @a+1|n)=a'N|n)+a‘[n)=a’n|n)+a‘n) = (n+1)(a*[n)).



Also ist a*|n) = const|n+1); Normierung ergibt

&))" = (&

é*n> =(n|aa*|n)=(n|1+4a"a|n) = (1+n)(n|n) =1+n.

Zwischenbilanz: Ist |n> EF von N zum EW n, dann ist é|n> EF von N zum EW n - 1 und

é+|n> ist EFvon N ZumEW n + 1.

(v) Aus (6.20/21) folgt z.B.

@)»n)=yn+n(n+2|n+2)  oder (8°n)=4yn(n-1)(n-2)|n-3)  usw.

Bei wiederholter Anwendung von a auf |n> konnten im Widerspruch zu (ii) negative EW
auftreten. Um das zu verhindern, muss ein Grundzustand — Vakuumzustand |n0> mit

a|n,) =0 existieren. Wegen

ist der EW von N zum Grundzustand |n0> gleich Null. Entsprechen der in (H5) verwendeten
Notation schreiben wir fiir den Grundzustand |0) anstelle von |n,).

Also ist das Spektrum von N nach unten beschrankt.
(vi) Nach oben ist das Spektrum von N dagegen unbeschrénkt.

Zum Beweis nehmen wir das Gegenteil an.

Sei N, der gréBte EW von N, d.h. 4°[n,, ) = 0. Dann wére

a |nmax> :<nmax|(N+1)|nmax> = nmax +1 '

also n_,, im Widerspruch zu (ii) negativ.

X



(vii) Es existieren keine EF |n) von N|n)=n|n) mit EW, die keine natirlichen Zahlen sind.
Beweis: Die Annahme N|n>=(n+x)|n>, neX, 0<x<1 fuhrt zum Widerspruch.

Fazit der Eigenschaften (i) — (vii): Die Eigenwerte des Operators Nsindn=0,1,2, ....

Wegen H = hco(é*é+%j (H4), ergibt sich daraus sofort

E, :hm(n +%j n=012.. , (6.22)

also das uns aus Kap. 3 bereits bekannte Energiespektrum des 1D HO mit seine diskreten,

aquidistanten, nicht entarteten Energieniveaus.

Wir wollen unsere Ergebnisse ab jetzt folgendermafen interpretieren: Der n-te angeregte

Zustand |n> des HO ist mit n Schwingungsquanten der Energie %o besetzt.

N gemaR N|n> =n|n) —  Besetzungszahloperator (der Operator zur Observable:

Anzahl der Schwingungsquanten in |n))

a gemal &|n)=+n|n-1) — Vernichtungsoperator: Anwendung von & auf |n)
vernichtet ein Schwingungsquant

a' gemédB a*|n)=+/n+1|n+1)— Erzeugungsoperator: Anwendung ... erzeugt ... .

Naheliegender Weise nennen wir die

Darstellung zur Basis {|n>} — Besetzungszahldarstellung der QM.

Bemerkung: Offensichtlich lassen sich die Operatoren von Observablen, die nach dem

Korrespondenzprinzip Q(p,r) — Q= Q(p,T) aus den entsprechenden Phasenraumvariablen

gebildet werden kénnen, durch die Operatoren a*und a ausdriicken. Die Darstellung aller
Operatoren von Observablen durch Kombinationen aus Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren wird als zweite Quantisierung bezeichnet und ausfihrlich im Kurs ThPh Vv, QM II
behandelt. Sie ist von grundlegender Bedeutung fiir die quantenmechanische Behandlung von

Vielteilchensystemen



. Eigenfunktionen von H

H und N haben gemeinsame EF. Diese lassen sich durch aufeinanderfolgende Anwendung

von &" aus dem Grundzustand |0) gewinnen:

A+ _ A+ _ - A+ — A+ :i + :i A+)\2
a’[0)=+1J1), &’|1) - |1>—f 10), &1)=+2(2), &'[1) > |2) W=7 @)
also

|n>=%(ﬁ*)”|0}, n=012,.. (6.23)

e EFvon H in Ortsdarstellung

Grundzustand: Wir projezieren 4/0) =0 auf |x) und erhalten

~ mo . i " mo i "
10 =+ P10~ 55 (0 + )

dy,(x)
N

Diese ODE fir die Grundzustandwellenfunktion lasst sich durch Trennung der Variablen

l6sen ( r;_;aZmToa xdx = _ 9v, = —%xdx). Nach Normierung ergibt sich das bereits in

Yo
Kap. 3 gefundene Ergebnis

1

Wo(X) = ( me )4 e 2" (6.24)
mh



Einschub: Angeregte Zustande (— Ubungsblatt)

Sukzessive erzeugen wir aus y,(x) die Wellenfunktionen der angeregten Zusténde, z.B.

i) = (x[1) = (x|4[0) :(\/Z‘;’ x—\/z::m %j{xm) = 2T 0 (6.25)

denn mit ©) M:—@\po ist — | x %o = D%y,
dx h 2me  dx 2h

Bemerkung: Die Substitution q = 1/mx mit d_[med in P, :—ihi vereinfacht die
h dx hodg dx
Ausdriicke erheblich, denn nun ist
é—i q+i é*—i q—i also
V2" dg) V2" dg
V(@) = (a[n) = —(a@")"|0) = L( q —i]nwo(q) . (6.26)
Jn! V2t dg

Zeigen Sie (Ubungsblatt), dass daraus folgt

1
-

mo )4 1 -
= —| ——H e ?2,n=07L12,..
v, (9) (nh) o »(@)

n

wobei H_(q) = (-2)" e ddFeqz die Hermite"schen Polynome sind. Die H,(q) sind

2

Losungen der linearen homogenen ODE 2. Ordnung (%— 2qdi+ ZnJ H,(q)=0.
q q

Fazit: Damit ist der Anschluss an die Behandlung des den eindimensionalen harmonischen
Oszillator 1D HO nach der Sommerfeld”schen Polynommethode im Kap. 3 vollzogen. Wir
haben sein Energiespektrum und seine Eigenfunktionen ausschlie3lich unter Verwendung der

Vertauschungsrelation zwischen Orts- und Impulsoperator [X,p, |=i% bestimmt.



Einschub: Matrixdarstellung der Zustande und Operatoren in Besetzungszahldarstellung (—

Ubungsblatt). Bei Verwendung des VONS {|n)} aus den EF des Besetzungszahloperators N

als Basis ergibt sich eine besonders einfache Darstellung der Operatoren aund a*. Aus (6.20)

und (6.21) folgt (n|ak)=vks,,, und (n|a*|k)=vk+15,,,; also

0O 0 0 0 -

041 0 0 Ao oo,
a=((nfa)=| | f % | und & =((nfaky)=| 0 V2 } 0 .
JEE T A R

Die Matrixdarstellung der Operatoren %,p, und H erhalten wir aus (6.16)

0 41 0 0 -
. &0 7 o -
X= —(é++é) —> X=.—10 V2 0 3 .|,
2mom 2mm
0 0 43 0 -
0 -v1 0 0
mio m# ﬁ 0 _ﬁ 0
~ ~ ~ ~ . ()]
Px =1 T(a*—a) - px:l"T 0 2 0 -3
0 0 0

bzw. aus (6.18)

/2 0 0 0

0 3/2 0 0

H =hm(a+é+5]=hm 0 0 5/2 0
2 0 0 0 7/2 -



Einschub: Glauber-Zustande

Obwohl a und a* als nicht hermitesche Operatoren zu keiner Observablen korrespondieren,

sind ihre Eigenfunktionen |o.) gemén
é|oc> = 0L|0L>, a € C komplex

physikalisch relevant.

Die sogenannten quasiklassischen/kohérenten/Glauber-Zustande |a> haben interessante

Eigenschaften, von denen einige ohne Beweis aufgefiihrt seien:

(i) <Ax>a><ApX>a>;% — "minimale Wellenpakete"

(i) (x)m> und (pxm> geniigen den klassischen Bewegungsgleichungen (oszillieren mit

Frequenz ), wohin gegen <x>‘n> = <px>‘n> =0.

(iii) Fdr groBe Werte |o| sind die Unscharfen von %,p, und H sehr klein.

Vorgehensweise zum Beweis von (i) — (iii) (u.U. als Ubungsaufgabe):
|

2
a s} n

- o . . ~ .
2 z |n> ein normierter EZ von 4 zum EW « ist.
n=0

N

2) EZ zu verschiedenen EW sind nicht orthogonal, denn a ist nicht selbstadjungiert/normal,

1) Zeige, dass |a)=e

da [4",4]=0.
3) [{alp)| =€l
. Ein Fadenpendel mitm = 1 kg, | =10 cm hat |o|=10%.

Kohérente Zustande schlagen die Briicke zur klassischen Physik harmonischer Oszillatoren.
Besonders wichtig sind sie in der Quantenoptik.
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6.4  Darstellungswechsel. Unitare Transformationen (UT)

Ausgangspunkt: Die experimentell Gberprufbaren Vorhersagen der QM beziehen sich alle auf

Skalarprodukte im H (vgl. Postulate, Kap. 5.5), ndmlich auf

— gm Erwartungswerte <\|J|Q|\|/> der Observablen Q bei Messung im Zustand |v),
—> Messwahrscheinlichkeiten Prob (q = qn):‘<n|w>‘2 ,

—» EW von hermiteschen Operatoren Q Iny=q,[n) > q, :<n|(§|n>.

Die Frage, unter welchen Transformationen bleiben die oben genannten GroRen invariant?,

lautet anders formuliert:

Welche Transformationen U der Kets |),|y) e % lassen das Skalarprodukt (¢|y) invariant?

Betrachte |y)=U|y) und ‘$>= U|¢). Dann gilt

(0]W) = (06))" Olw) = (40" 0ly) =(9|y) furalle [9),[y)eH, wenn U'0 =1

Offensichtlich ist U" = U™ unitarer Operator und es giltauch UU* =1. (6.27)

Die Transformation der Kets |¢),|w) e H (der Ubergang zwischen zwei VONS —
Darstellungswechsel), die Skalarprodukte <¢|\|/> invariant lasst, wird durch eine unitare

Matrix U vermittelt: Betrachte die VONS {in)} und {k)} und entwickle |n) nach {k)}
In)=>"(k|n) k) =D Uy, [k) mit U, =(k|n).

k k
Die so definierte Matrix U ist unitar.

Beweis: 5, =(n'[n)=> U (k|[k)Uy, =D U, U, =>Ur U, also 1=U"U .
k, k' k k

11



° Transformation eines Operators

Der hermitesche Operator Q besitze die EF {]n>} mit dazugehorigen EW (. In der Basis

seiner EF wird Q durch eine diagonale Matrix dargestellt
Qo (<n|Q|n> ): (q,8,,) — Eigendarstellung .

In einer anderen Basis, {]k>}, ist die Matrixdarstellung von Q i.a. nicht diagonal

Q« (<nl|Q|n> ): (z UZ'n'<kl|Q|k>UknJ = (z U;'n' Qk'k Ukn] = [z U:'k' Qk'k Ukn] <« ng 22
kk' kk' kk'

Fazit: Die (hermitesche) Matrix zum (hermiteschen) Operator Q kann durch eine unitare
Transformation U diagonalisiert werden.
Aus Q=U'QU folgtmit(6.27) Q=UQU". (6.28)
Fazit: Bei Basiswechsel in H gilt  Ket |y) — [§)=Uly),

Bra (| > (3]=(v|0",

Operator Q —» Q= LAJCAQLAF,

(8]) = Olo)* Olw)=(6]0"Olw) = (¢lv)
Zustandsvektoren und Operatoren &ndern sich, aber die Skalarprodukte bleiben invariant.
Beachte: Fur die Transformation des Kommutators [A, é] bei Basiswechsel gilt
AB|-0AD-0B0" - UBO"0AD" - U(AB-BA)0" - [A B (6.29)

Ob zwei Operatoren vertauschbar sind oder nicht, ist unabhéngig von ihrer Darstellung.

12



Weitere Eigenschaften unitarer Operatoren (— Ubung)

Q) EW unitérer Operatoren kdnnen nur komplexe Zahlen vom Betrag Eins sein.
(i) ( Q) = ( Q*) — der adjungierte des transformierten Operators und der

transformierte des adjungierten Operators stimmen berein. Mit anderen Worten: Die unitére

Transformation und die Adjungation eines Operators sind vertauschbar.

(i) Ist Q = @ hermitesch, dann ist U = e'*Q unitar, vorausgesetzt A = A" ist reell,

denn U" =e % =¢ "2 also U* U =1. Beispiel: Der Zeittranslationsoperator

'T'(t) = exp(—%ﬂ t} , bei dem die Zeit die Rolle des Parameters A Ubernimmt.

6.5 Dynamik von Quantensystemen. Heisenberg-Bild. Integrale der Bewegung

Bisher: Zeitentwicklung des gm Zustands ist durch Zeitabhéngigkeit des Zustandsvektors

lw(t)) gemaR SG ih%hp(t)): H|w(t)) gegeben.

Wir definieren den Zeitentwicklungsoperator (ZEO) U(t, t,) Uber

Def.: |y(t))=U0(t,t))|w(ty)), Uty t,) =1. (6.30)
Dieser Operator muss unitér sein, damit die Normierung erhalten bleibt:
(WD) = (w(t)| U (6 1) Ut to) wte)) = (wito) [ wity)) wenn U7 (tt,) = U (Lt,).

Der ZEO ist Lésung der Gleichung

ih% O(t,t,) = HU(tt,), U(t,,t,) =1. (6.31)

13



o Heisenberg-Bild

Def.: |y, )= 0" (t,t)|w(t)) (6.23)

|\|/H> ist ein konstanter, zeitunabhangiger Zustandsvektor, denn

v = U7 (1) [w(t) = U7 (1 1) Ut to) [w(to)) =|wit,))

Riicktransformation: |y (t)) = 0(t,t0)|wH> . Die Transformation der Operatoren in das

Heisenberg-Bild erfolgt gemaR der Regeln fir unitare Transformationen, also

Qu()=0"(tt,) Q(t) U(t,ty)  bzw.  Q(t) = U(t,t,) Q, (1) UT(t.t,). (6.33)

Fur die vollstandige Ableitung eines Operators QH (t) nach der Zeit finden wir aus (6.33)

—QH<>—8U 0400 99

Daraus ergibt sich unter Verwendung von ih%f) =HU bzw. - ih% U*=U*H aus (6.31)

4 4,0- [_Ihu HJQO 0+@0+0+@[_ﬂoj:%u Of -0 04020,

t in ot
[QvH ]H:[QHvHH ] —
Def .: Q
ot
die Bewegungsgleichung der Operatoren im Heisenberg-Bild
. d a N e
maQH(t)=[QH,HH]+m = (6.34)

Fazit: Im Heisenberg-Bild sind die Zustandvektoren zeitunabhéngig. Die Operatoren sind
dagegen zeitabhdngig, auch wenn der entsprechende Operator im Schrodinger-Bild nicht

explizit von der Zeit abhéngt. Fazit: Im Heisenberg-Bild ist die zeitliche Entwicklung des
guantenmechanischen Systems vollstéandig in den Bewegungsgleichungen der Operatoren

enthalten.
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Beachte die formale Ahnlichkeit von (6.34) mit

oQ dag; @dp aQ oQoH dQaoH | aQ aQ
Q(pq) Z(q dt 6pi dtj ot z[@q, op; op, 6q) ot {Q H} ot '’

die die zeitliche Anderung einer klassischen Phasenraumvariablen beschreibt. Daraus ergibt

sich die bereits im Skript Mechanik im Zusammenhang mit der Algebra der Poisson-

Klammern diskutierte Korrespondenz {Q,H} ! [Q H]

o Erhaltungsgrofien. Integrale der Bewegung

Def.: Die Observable Q heil3t Integral der Bewegung, wenn Q nicht explizit von der Zeit
abhangt und Q mit dem Hamilton-Operator des betrachteten quantenmechanischen Systems

vertauschbar ist.

Der quantenmechanische Erwartungswert eines Integrals der Bewegung Q ist fir beliebige
|lw(t)) zeitlich konstant, i<Q> =0.

dt
In der QM hat auch eine ErhaltungsgréRe i.a. keinen scharfen Wert. Eine Messung liefert ein
bestimmtes g, mit der Messwahrscheinlichkeit Prob(q = gn)=| (v, |\|/(t)>‘2 =|c, ()|, die im

Fall eines Integrals der Bewegung nicht von der Zeit abhangt.

Zeigen!

° Konservative Systeme

In diesem Fall ist H zeitunabhéngig und die Losung von (6.31) lautet U(t,t,) = e i
H und Usind also miteinander vertauschbar. Die Operatoren anderer Observabler sind im
allgemeinen zeitabhéngig , QH(t) = " Q( e o , bis auf diejenigen, die mit H

kommutieren.
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Einschub: Zusammenfassung Hilbert-Raum

Zustandsvektor

Basis

Orthonormierung

Vollstdndigkeit

Entwicklungssatz/Superposition

Darstellung zur Basis {|n>}

Skalarprodukt

linearer Operator

hermitescher Operator

Matrixdarstellung zur Basis{|n)}

Basiswechsel:

|v)
{{n)}. diskret oder kontinuierlich, z.B. EF von Q=0Q*

< |n'>— d,, — diskreteBasis
~ |8(n=n") — kontinuierliche Basis

)| = (Spaltenvektor)

(wl=lw) & (€.¢c) = (WD) (v 2)..wlm). )

(0]-1w)=(0lw) ={w[o)

v)=Qlw)=|Qw).  (Qu|=|Qv) =(v|&'
Q=Q"
Qu Qp - Qlj
A Qu Qp - sz R
Q & : : : . Q;=(n;|Q nj>
Qy Qi Qij

W) =0lw), (¥|=(y|0", Q=0QU", U"=0"
Skalarprodukt (¢|v) bei Basiswechsel invariant
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