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8.2  Matrixdarstellung der Drehimpulsoperatoren

Die gesuchten Matrixelemente der Operatoren sind (vgl. Ubungsaufgabe)

(jm’|’|jm) =1% j(j+1) 5

(8.11)
<Jm|jz|_]m> =Am3J, . .
AuBerdem gilt
(im’|3.]jm) =Ai(j+1)-m(m=1) §,,,., . (8.12)

Zum Beweis von (8.12), normieren wir zunéchst die EF J . | jm>

A

i,

jm)=C,

j,m+1> , j_|j1’n>=c_

j,m—l> .

Fiir C, erhalten wir

=g,

<j+ jm j+jm>:Ci<j,m+1

seien normiert

j,m+1>:Ci, also

C* =(jm| 3" =32 —2J,|jm)=#*[j(j+ 1)~ m*> —m | und damit

C, =hyjj+D)-m’—m = (j—m)(j+m+1) .

Fir C_ finden wir analog ausgehend von <Jm| j+j_|Jm> C = h\/ (J+m)(j—m+1).

Also ist

J.|im)=n4/j(i+)-m(m=1)

j,m+l> .




Daraus folgt wie behauptet (8.12). Wie oben in (iv) verwendet ergibt sich (nur) fiir

max = -] % J+

jm)=0,denn J,|jj) =hj(j+D—j(i+1)

j’j+1>=05

und auch (nur) fiir

=-j — J|jm)=0,da ]

i) =i+ D+i=i-D |j,j-1) = 0.

min

Aus J, = %(L +J)und J, = %(L —J_) ergeben sich schlieBlich die Matrixelemente fiir
1

die x- und die y- Komponente des Drehimpulsoperators.

Ubungsaufgabe: Normieren Sie die Zustéinde ] . | Jm> und geben Sie die Matrixdarstellung

A

der Operatoren iz,JZ,jx,jy,j+ und J_ zur Basis |Jm> an.

] Wichtiges Beispiel: j:% —  Pauli’sche Spin-Matrizen

Dann ist 2j+1 =2 und die Drehimpulsoperatoren sind 2 x 2 Matrizen. Die moglichen

m — Werte (ganzzahlige Schritte!) sind m = J_r% .
11
272/

2, 1 0y 3.,(1 0 ~ h(l O
J =hr"j(j+)) =—h , und J, =— .
0 1 4 0 1 20 -1

Die EW von jz sind ig.

l,—%>} diagonal, aus (8.11) ergibt sich fiir j =%

iz und jz sind in der Basis { 5

Explizit ist 11 1,
2°2

11\ 7 11
~—)=Zund (Z,~=
2’2/ 2 27 2




Desweiteren finden wir

. 01
i.=n ,

denn von den vier moglichen Matrixelementen

1V /1 1
27 2/7\27 2

ist wegen o nur

m’,m+l

1 1

A

+

11
2’2

272

verschieden von Null. Analog finden wir

. 0 0
Jo=n :

und damit

] 3 0 1 ; . 0 —i
JXZI(J++J_):E( j sowie J :%(JJr_J_):E{.

2 211 0

——> =hj(j+)-mm+1)§,..., = h\/—(—+

s a B . N
J.»J, und J, hangen im Fall j= Emlt den Pauli’schen Spinmatrizen zusammen:

vgl. Kap 8.5, Spin.

(8.13)



8.3  Ortsdarstellung des Bahndrehimpulses L

Der formale Ubergang in die Ortsdarstellung erfolgt durch skalare Multiplikation der EWGen
(8.2) mit dem Bra-Ortseigenzustand <g| : <g| 1m> =vy,,(r). Die EW sind

darstellungsunabhéngig, d.h.
A2 A
Ly, () =211+ Dy, (1) L, ¥, (1) =my,, (1)

A2 A
Die Ortsdarstellung der Operatoren L und L, verschaffen wir uns am einfachsten iiber die

Korrespondenzregel

L' =(=in?(xv)? L,=-in@xV), :—ih(X%—yéJ :

Niitzlich, insbesondere im Hinblick auf die Behandlung der Bewegung im Zentralfeld
(Kapitel 9), ist vor allem die Ortsdarstellung von L in Kugelkoordinaten 1,3, ¢ entsprechend
x =rsindcos, y=rsinIsin@, z=rcos¢ (also mit z-Achse als ,,Drehachse*). Unter

Verwendung von (MMP)

0
or sin9cos @ cos3cos @ —sing
10 Cq .
V= 7% und e, =| sindsing |, e, =| cosIsing |, ¢, =| cosQ
r
1 0 cos 9 —sinJ 0
rsind 0@

folgt nach einfacher Rechnung (priifen!)

—sin @ 5 ctg9cos@

L=—ihr(grx2)=—ihr grli—gg _1 2 =—ihq| cos@ |——| ctgIdsin 9 (8.14)
rod rsin 3 0 0 0% i op

Daran ankniipfend finden wir (priifen!)

A

L.=L, +iL, :...:he“"’(i%+ictg9§j (8.15)
®



und schlieBlich (priifen)

=,
Il
(emd
—
+
|
Nyl
—
Il
|
|
1

2
- sinS%(sinS%)+ 88 2} . (8.16)
¢

Wie zu erwarten héngt L bei Verwendung von Kugelkoordinaten nur von den beiden
Winkeln § und ¢ ab. Insbesondere gelten die beiden sehr niitzlichen Relationen fiir die z-

Komponente des Drehimpulsoperators und den Laplace-Operator in Kugelkoordinaten

L =4h§—umi 22=A=JHQG¥§J— L (8.17)

Aus der darstellungsunabhingigen EWG I:Z | lm> = hm| 1m> wird in Kugelkoordinaten

- ihainm (9,9)=hmY, (9,¢) mit der Lésung (Separationsansatz) Y, (9,9)=¢"’0O(9).
¢

Da nur eindeutige Wellenfunktionen/Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten physikalisch

sinnvoll sind, miissen wir

Y1, (3,0) =Y, (3,9+21).

im2n

fordern. Daraus ergibt sich ¢'™*" =1, d.h., m und auch 1 (wegen —1<m <1) miissen

ganzzahlig sein.

FAZIT: (i) Bahndrehimpulse (L = f x p) werden durch ganzzahlige Quantenzahlen 1 und m

1=0,1,2.,3,... , = 0,+1,+2,...,%1 (8.18)

charakterisiert.

(i1) Die Operatoren Lz und I:Z sind in der Ortsdarstellung Differentialoperatoren.



Bemerkungen: 1) Beachte den Zusammenhang zwischen Drehoperator und Bahndrehimpulskomponente n-L:
i .
D,(¢) = exp(— ;(g -L) @) :
. - ., 0 . - .
2) Alternativ folgt L, = —1ha— auch sofort durch direkten Ubergang zu Kugelkoordinaten:
¢

9 .0k 00 i%—rsm 9(- Sln(p)i-i-I'SlIl S)coscpi=xi—yai ; analog ergeben sich die
X

+_
8(p x op Oy odp 0z 8(p ox oy oy
y X
T

Gleichungen (8.16) und (8.17).

. Eigenfunktionen der Bahndrehimpulsoperatoren in Ortsdarstellung

Den § - Anteil der Wellenfunktion Y, (9,¢) =¢'™?®, (9) hingt von beiden Quantenzahlen 1

und m ab. Wir bestimmen ihn rekursiv mit Hilfe der Leiteroperatoren (wie im Fall des

Ortsdarstellung

harmonischen Oszillators): I:+|11> =0 —— ( + % + icthaij e'0,(9)=0,
)

bzw. (% - lcth) ®,(8) =0 mit der Lésung ©,(9) =C,sin'9 (C; = const). (8.19)

Durch Anwendung von L_ auf 0,(3) berechnen wir ©,_,(3) usw. Im Ergebnis erhalten

wir fiir die EF Y, (9, )

N —m)! eime - 1=0,1,2,3,...
Y, (9,0)= D 2;“\/(1 m)! ¢ ( d j sin218,{ .. (8.20)

2'1 (1+m)! sin™9\ dcos9 m=0,+1,+2,....+1

Eine héufig verwendete, dquivalente Darstellung der — Kugelflachenfunktionen Y, (9, ¢)

Y, (9,0)= \/2”1\/(1 m;|Pm(cos9)eim‘° (8.21)

basiert auf den zugeordneten Legendre-Polynomen

( )m m dl+m

PP (x):= TR x*)? FRITRG -1




Die Kugelflichenfunktionen sind entsprechend
[dQ Y7, (8,0) Y1 (8,0) =8, 5, (8.22)

normiert; dQ =sin 3d9do ist das Raumwinkelelement.



84  Spin

Aus der Elektrodynamik wissen wir, dass ein Kreisstrom (eine rotierende Ladungsverteilung)
ein magnetisches Moment erzeugt.

Kreist eine Ladung q mit v = |[v| = const auf einer Kreisbahn vom Radius r, dann ergibt sich

mit Strom = Ladung/Zeit ein magnetisches Moment p=1-A = AV 2 =95 r Unter

27mr

Verwendung von L =rxp, also L = mrv haben wir insgesamt

n="1p . (8.23)
— 2m
Der Quotient 2i heif3t gyromagnetisches Verhiltnis.

m

Die Energie des magnetischen Moments/Dipols im &ufieren B-Feld ist V=-p-B.

m Beispiel: Wasserstoff-Atom (H-Atom)

Fiir ein Elektron (m = me, q = e) tritt in der Hamilton-Funktion H, des H-Atoms im Fall eines

Magnetfelds mit B ||e, der Zusatzterm V = —2L BL, auf.
m

€

Nach dem Korrespondenzprinzip wird aus dem Hamiltonoperator ﬁo des freien

Wasserstoffatoms der Operator H=H,+V =H, - 2L BL,. Wir werden im folgenden
m

(4

A

Kapitel 9 zeigen, dass ﬁo , LZ und I:Z kommutieren. Folglich sind auch H, LZ und I:Z
vertauschbar, d.h., H und ﬁo haben gemeinsame Eigenfunktionen, ﬁ|nlm> = E8B¢°)|nlm>.

Also andert der Zusatzterm V die EF nicht, verschiebt aber die Eigenwerte von ﬁo (die

Energieniveaus) entsprechend

EP*P=EPF® —umB mit p, = ze_h =0,579-10"* % — Bohr’sches Magneton  (8.24)
m

(S




FAZIT: Jedes Energieniveau des H-Atoms spaltet im Magnetfeld in 21 + 1 dquidistante
Unterniveaus auf. Das duBBere Magnetfeld hebt die Entartung bzgl. m auf. Wegen dieser
Authebung der Entartung/Aufspaltung der Energieniveaus im B-Feld wird m

Magnetquantenzahl genannt.

Experimentell bestétigt sich die Vorhersage (8.24) in Form des (normalen) Zeeman-Effekts.

Interessanterweise wird aber zusétzlich eine magnetfeldbedingte Aufspaltung der Energie-

niveaus/Spektrallinien in eine gerade Anzahl von Unterniveaus beobachtet. Beispielsweise
spaltet der Grundzustand |100> (1s — Zustand) des H-Atoms trotz 1 = 0 in zwei Unterniveaus
auf. Um diesen Befund zu erkldren, vermutete Wolfgang Pauli 1924, dass es neben dem

Bahndrehimpuls in der QM halbzahlige "Drehimpulse", den sogenannten Spin gibt.

Diese Hypothese passt zu unseren Ergebnissen iiber verallgemeinerte Drehimpulsoperatoren

J aus Kap. 8.2 und wird durch weitere Experimente gestiitzt, z.B.:

(i): Stern-Gerlach Versuch: Ag-Atome durchlaufen inhomogenes B-Feld.
Obwohl der 5s Zustand ("Leuchtelektron") mit 1 = 0 die Eigenschaften dominiert, wird eine
Aufspaltung in zwei Strahlen beobachtet.

(ii): Ferromagnetismus

Einstein-de Haas-Experiment: Drehmoment auf ferromagnetische Probe bei Umkehr der
Richtung des Magnetfeldes

(iii): Spin-Bahn-Wechselwirkung — Feinstruktur der Spektren

(iv): Wechselwirkung mit dem Kernspin — Hyperfeinstruktur der Spektren

(v): Spin-Statistik-Theorem, Quantenstatistik — Bose- und Fermi-Gase

Dirac verdanken wir die Einsicht, dass der Spin ein relativistischer Effekt ist: In einer
relativistisch invarianten Bewegungsgleichung des Elektrons — Dirac-Gleichung (vgl. ThPh

V, QM II) besitzt das Elektron ¢ neben seiner Masse m. und seiner Ladung —e eine weitere

intrinsische Eigenschaft "mit Drehimpulscharakter”, den Spin 1/2.



Offensichtlich miissen wir den in Kapitel 5.5 eingefiihrten 5 Postulaten der Quantenmechanik

ein weiteres hinzufiigen:

6. Postulat: In der QM kdnnen Teilchen einen intrinsischen Drehimpuls, den Spin besitzen.

Der Spin wird durch einen Vektoroperator S = (éx,gy,ﬁz)T beschrieben. S geniigt der

Drehimpulsalgebra [Si,é i1=1n Sijkék (8.25)

Der Spin-Operator S wirkt nicht im Ortsraum, sondern im Spinzustandsraum:

|v.)
[v-.)
H-Raum der Ortszustands- Spinzustandsraum
Teilchenzustinde raum aufgespannt von 2s+1 gemein-

samen EZ von Sz und éz

= Beispiel: Elektron, s = 1/2

Der Spin % ist eine intrinsische, d.h. untrennbar mit dem Elektron verbundene,
unverdnderliche Eigenschaft. Das bedeutet, es existiert kein Elektron ohne Spin 1/2, genauso
wie es kein Elektron ohne Ladung —e und kein Elektron ohne Ruhemasse m. gibt.

Der Wert s = ' liegt fest; experimentell kann lediglich die Richtung des Spins geédndert
werden (s, ==+ //2, spin-up oder spin-down).

Die halbklassische Veranschaulichung spricht von einem "Spinvektor" der Lange J3/2 n
mit zwei moglichen Projektionen + 7/2 fiir die beiden moglichen Orientierungen "spin up",
T, und "spin down", ¥, gegeniiber dem #uBeren B-Feld. Die Neigung dieses "Spinvektors"
gegen die z-Achse betrdgt 55° (93 = arccos (1/\/5) =55°). Wéhrend s = J3/2 1 eine
unverdnderliche Eigenschaft des Elektrons ist (vergleichbar seiner Masse und seiner Ladung),

besitzt s, eine echte Dynamik, da der Spin zwischen T und { flippen kann (Flip-Dynamik).

10



Die Zustinde

sind Eigenzustinde von o, zu den Eigenwerten *1. Die Produktwellenfunktion in der

Ortsdarstellung lassen sich in der Form

1 0
W(r,t) = ¢y (1,1) [0} o, (r,1) (1]

schreiben.

8.5  Spin % . Pauli-Gleichung

Der dimensionslose Proportionalitidtsfaktor y zwischen Drehimpuls J und magnetischem

Moment p wird gewéhnlich als Produkt aus Bohr’schem Magneton und g-Faktor geschrieben

p=yJ=gusl

Der g- oder Lande-Faktor im gyromagnetischen Verhiltnis y = g, ist flir jede Teilchenart

eine charakteristische Konstante, die experimentell ermittelt werden kann. Fiir das

Bahndrehmoment des Elektrons ist g =1 in Ubereinstimmung mit (8.23) ("Kreisstrom")

q e Hp eh
:—L:—L:—L’ =—
B om =" 2m,— n= " om,

Dagegen wird fiir das Spinmoment des freien Elektrons ein etwa doppelt so groBer g-Wert

gemessen, d.h., in guter Ndherung istg ~ 2 (g=2.00232)
a=2M8-y 5. (8.22)
= T = B=

Beachte: Die Komponenten des Vektors ¢ sind die Spinmatrizen c=0c,¢, +0,¢,+0,¢€,.

11



Die Abweichungen g — 2 sind von der GroBenordnung der Sommerfeld schen Feinstruktur-
konstante o.=e”/fic ~1/137. Sie kommen durch die Wechselwirkung des Elektrons mit
seinem eigenen Strahlungsfeld zustande. Diese Wechselwirkung wird im Rahmen der
Quantenelektrodynamik (QED) behandelt, die Bestandteil von QM II im Masterstudiengang
ist.

Bei Nukleonen treten auch nicht ganzzahlige Werte fiir den g-Faktor auf. Aus dem Wert von
g lasst sich schlieBen, ob fiir das atomare magnetische Moment vorwiegend Bahn- oder

Spinmomente verantwortlich sind.

Demnach besitzt das Elektron in einem dufleren Magnetfeldfeld eine zusétzliche Energie

lvel

V=—pzo:

Pauli fithrte zur Beschreibung des qm Zustand des Elektrons eine zweizeilige Wellenfunktion

(Spinzustandsraum ist fiir s = /2 zweidimensional) ein

,t
)= ( ili t;J _5 Pauli-Spinor . (8.27)

Der Pauli-Spinor beschreibt das nichtrelativistische Elektron im Rahmen der QM vollstandig.
Beachte: Der Pauli-Spinor ist kein Vektor sondern ein Objekt im Spin-Zustandsraum. Bei

Drehungen um 2r finden wir im Gegensatz zum Vektor

w)—>=|).

1 1211

: . i—e i : ..
denn e™ iste2 und e? =e" =cosm+isint=-1.

Befindet sich nun ein Elektron (m,, —e, s =1/2) im elektromagnetischen Feld

(Vektorpotenzial A(r,t) , skalares Potenzial ¢(r,t) ), dann haben wir ausgehend von der

Hamilton-Funktion des Elektrons (Kap. 2.2 und 2.8, Mechanik)

H(B,Lt)=ﬁ(g+eé)2—ed)—uBc_FYXA

(4

iiber das Korrespondenzprinzip den Hamilton-Operator H und die Schrédinger-Gleichung

12



Ortsraumoperator —>diagonalim ~ Nichtdiagonalim
Spinraum, d.h. multipliziert mit Spinraum,

= koppelty,undy
/_/%

ﬁ:zL(meA)z—eJ)—uBgyxA , ih§|w>=ﬁ|w>—> Pauli (1927). (8.28)
o P

€

Die Gleichung (8.28) heifit Pauli-Gleichung. Sie entspricht (wie die Schrodinger-Gleichung)
der nichtrelativistischen Energie-Impuls-Beziehung E = p’/2m, . Die korrekte relativistische

Beschreibung des Elektrons auf der Basis der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung ...
erfolgt durch die Dirac-Gleichung; das ist eine Differentialgleichung erster Ordnung fiir eine

vierkomponentige Wellenfunktion (4-Spinor).

WT (L t)j

Zur Interpretation von |\p> =
W¢ (L t)

- ‘ W, (1,t) ‘2 d’r : Wahrscheinlichkeit, dass sich ein e mit "spin up" zu t am bei r befindet,
- (‘ W, (1,1) ‘2 + ‘ v, (r,1) ‘2) d’r : Wahrscheinlichkeit, dass sich ein e zur Zeit t am Ort r aufhilt,

- I d’r ‘\y (1, 1) ‘2 : Wahrscheinlichkeit fiir "spin down" zur Zeit t, usw.

| Beispiel: Spinprizession im homogenen Magnet-Feld

Wir betrachten ein homogenes Magnetfeld in z-Richtung. Die Pauli-Gleichung lautet
r,t A r,t)) .~ A .~ (1 0 1 0
in 0| VrED) gV , H=H,+p,B6, =H, +1,B
oty (r,1) v, (1,1) 0 1 0 -1
Sei ﬁo zeitunabhéngig und ﬁod)(g) = E¢(r) . Der Separationsansatz

vt ~efa(t)
[wi(z,t)}d)(r)e (b(t))

fuhrt auf

13



ih% — 4, Ba a(t) =a(0)e "

. dfa 1 O0\(a
ih—| |=ugB also d.h. .
dt{b 0 -1)(b ., db ,
g~ B b(t) = b(0)e ™

Folglich fiihrt das Elektron eine Prazessionsbewegung um die Feldrichtung mit der Frequenz

B B
o, = He® _ €8

= — Larmor-Frequenz (8.29)
h 2m,

aus.
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