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Aufgabe 1 (3 Punkte): Die Symmetrien des Kriimmungstensors

Aus den Christoffelsymbolen und deren partiellen Ableitungen wird der Riemannsche Kriim-
mungstensor definiert durch

Ry =15, 5 = 185y + 13,15, — sl (1)
a) Zeigen Sie, dass gilt

R%(3y0) = B%sy5 + B%5py + R%ys5 = 0.

Benutzen Sie dabei die Symmetrie der Christoffelsymbole.
b) Zeigen Sie die Symmetrie Ragys = Rys5a3-
Es ist auch hilfreich an den ersten Ubungszettel zu denken.

Aufgabe 2 (4 Punkte): Bianchi Identitdten
Zusitzlich zu den oben beschriebenen algebraischen Identitdten des Kriimmungstensors (1)
existiert im Riemannschen Raum die Differentialidentitét

R%gly5,0) = 0 (2)

fiir den Kriimmungstensor, die sogenannte Bianchi Identitét.

a) Zeigen Sie, dass Gleichung (2) gilt. Es ist recht unangenehm dies durch schlichtes Aus-
rechnen zu zeigen - aber machbar. Einfach ist dies zu zeigen, wenn man lokal geodétische
Koordinaten benutzt. Wenn diese benutzt werden, hitte ich dazu aber gerne eine kurze Er-
klérung.

b) Leiten Sie aus Gleichung (2) die sogenannte kontrahierte Bianchi Identitét

1
(R — S Rg™);5 =0
ab. Hier bezeichnen R,g := Rw(wg'y‘S = R74,p den Ricci-Tensor und R := Raggaﬁ = R%,
den Ricci-Skalar.

Aufgabe 3 (2 Punkte): Weyl-Tensor

Man wird sich bald Fragen wo eigentlich die Kriimmung herkommt wenn man an die
Losung der Vakuumfeldgleichungen denkt. Hierzu ist es sinnvoll den Weyl-Tensor Cipeq zu
betrachten der definiert ist als

C%ey = Ry — 291" .R" g + gga[cgbdy (3)
(Ricci-Tensor und Ricci-Skalar sind wie oben definiert.) Dieser Weyl-Tensor ,erbt* die Sym-
metrieeigenschaften des Kriimmungstensors, dariiber hinaus aber eine weitere.

a) Zeigen Sie, dass der Tensor spurfrei ist, d.h. C%,4 = 0 gilt.

b) Maximal wieviele unabhéingige Komponenten besitzt der Weyl-Tensor im dreidimensiona-
len Raum und wieviele im vierdimensionalen Raum? Es ist hier hilfreich an die Komponenten
des Kriimmungstensors und des Ricci-Tensors zu denken.



