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4. Ubungsblatt — Quantenmechanik |1
Abgabe: Di. 27. 11. 2012 bis 18:00 Uhr im Briefkasten am Ausgang des ER-Gebaudes

Bei den schriftlichen Ausarbeitungen werden ausfiihrliche Kommentare zum Vorgehen erwartet.
Dafiir gibt es auch Punkte! Die Abgabe soll in 3er-Gruppen erfolgen. Bitte geben Sie Ihre Namen,
Matrikelnummer und das Tutorium an!

Aufgabe 9 (11 Punkte): Relativistisches Wasserstoffatom - Teil 2

Auf dem letzten Ubungsblatt haben wir gezeigt, dass der Ansatz fiir die Wellenfunktion wjfmj
das stationdre Problem des relativistischen H-Atoms mit dem Energieeigenwert E |6st, wenn die
Funktionen F(p) und G(p) folgendes Differentialgleichungssystem erfiillen:

(£8)r- (33

<CZ)_’;>G_<O;}+Z>F_0. (2)

Es wurde dabei folgende Substitution gemacht: a3 = mo + E, a2 = mg — E,0 = \/m3 — E? =
JVarag, p=rok ==+(j+ %),7 = Za. Jetzt wollen wir dieses DGL-System I6sen und daraus das
Energiespektrum E bestimmen.

(a) Machen Sie den Ansatz F(p) = f(p)e ?, G(p) = g(p)e " und lésen Sie das sich er-
gebende DGL-System fiir f(p), g(p) mit dem Potenzreihenansatz g(p) = p® >, av p”,
f(p) = p* >, b p”, wobei s > 1 ist. Durch einen Vergleich der Koeffizienten fiir ps**~1
erhalten Sie dann

(s+v+k)b,—by_1+va, — %ay_l =0,

(s+v—Fkla, —ay—1 — b, — %by_l =0. (3)

(b) Leiten Sie aus (3) eine Bedingung fiir s ab: s = \/k? — ~2. Tipp: Betrachten Sie den Fall
v=20.
(c) Kommen Sie mithilfe von (3) auf die Relation:
blo(s+v+k)+axy] =afas(s+v—k)—o7]. (4)

Argumentieren Sie nun, weshalb die angesetzte Potenzreihe nach einem bestimmten v, sei
dieses v = N, abbrechen muss. Wie groB sind dann an41,bn+17 Zeigen Sie damit, dass die
Abbruchbedingung asany = —oby lautet.

(d) Benutzen Sie nun die Gleichung (4) und die Abbruchbedingung, um schlussendlich die Glei-
chung fiir die Energie E zu erhalten. Reinstallieren Sie auBerdem wieder % und ¢ so, dass
die richtige Einheit fiir die Energie herauskommt. Man erhdlt (n = N + j + %)
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E= moc2

2 2
1+ 7 ] = moc® |1+ Za
<S+N> 0 n—(+4)+ 1/ +5)? - (Zap
(5)

Vergleichen Sie diese Energie mit dem Ergebnis aus Aufgabe 3.



4. Ubung TPV WS12/13
Aufgabe 10 (9 Punkte): Potentialschwelle in der Dirac-Theorie

In (14 1) Dimensionen l3sst sich die Dirac-Gleichung mit einem duBeren Potential V' (z) in der
Form (h=c=1)

.0 ) 0
i 0@, t) = (=io1 o+ ogmo + V(@)1 ) - U(a, ) (6)
schreiben. Hier sind o1 und o3 Pauli-Matrizen mit o103 = —io9, mg ist die Masse des Teilchens

und ¥ (x,t) ist ein zwei-komponentiger Spinor.

(a) Schreiben Sie fiir ein konstantes Potential V() = V die stationire Dirac-Gleichung im
Impulsraum, 16sen Sie das Eigenwertproblem und zeigen Sie damit, dass ebene Wellen mit

dem Impuls k£ der Form
O AT ™

die stationdre Dirac-Gleichung im Ortsraum erfiillen. Dabei sei £ > mgq die Energie des
Elektrons. Was gilt fiir k7 Ist k immer reell? Was bedeutet dies fiir die Losung ¢(x)?

(b) Betrachten Sie nun ein von links einlaufendes Elektron mit dem Impuls k& und der Energie
E in einem stiickweise konstanten Potential der Form V(z) = 0,fiir x < 0 und V(x) =
V,fir z > 0, V > 0. Benutzen Sie Aufgabenteil (a) um die Form der einfallenden (¢, ), der
an der Potentialschwelle reflektierten (¢,) und der die Potentialschwelle durchdringenden
(¢+) Welle zu bestimmen. Was gilt fiir die Spinoren an der Grenzfliche x = 07 Leiten Sie
daraus Bedingungen fiir die Koeffizienten der drei Wellen ab.

(c) Die Stromdichte j ist allgemein iiber j = o(z)" - 01 - () definiert. Bestimmen Sie die
Stromdichte fiir die einfallende (j.), die reflektierte (j,) und die durchgehende (j;) Welle.

(d) Bestimmen Sie den Reflexionskoeffizienten R = —j,./j. und den Transmissionskoeffizienten
T =1—- R im Grenzfall E > V,my.

: : I , |
(e) Was passiert mit dem Impuls der transmittierten Welle ¢ fiir den Fall, dass V +my > E >
V' — mg? Was bedeutet das physikalisch? Wie sehen R und T hier aus?

(f) Was passiert mit dem Impuls der Welle ¢, fiir den Fall, dass E < V' — mg? Interpretieren
Sie Ihr Ergebnis.

Vorlesung:  Di. um 8:30 Uhr — 10:00 Uhr in EW 203,
Do. um 8:30 Uhr — 10:00 Uhr in EW 203.

Scheinkriterien:

e Mindestens 50% der schriftlichen Ubungspunkte.

e RegelmiBige und aktive Teilnahme in den Tutorien (u.a. mindestens einmal vorrechnen).

Sprechzeiten:

Name Tag Zeit Raum Tel.

Prof. Dr. Harald Engel Mi  14:30-16:00 Uhr EW 738 79462
Mathias Hayn Mo 15:00-17:00 Uhr EW 711 27884
Wassilij Kopylov nach Vereinbarung EW 705 26143
Jan Totz nach Vereinbarung EW 627 27681




