Technische Universitidt Berlin 9. Januar 2017
Institut fiir Theoretische Physik

Prof. Dr. H. v. Borzeszkowski

Dr. T. Chrobok

9. Ubungsblatt zur Allgemeinen Relativitétstheorie I

Abgabe: Montag 23.01.17 vor der Ubung

Aufgabe 1 (10 Punkte): Vakuumfeldgleichungen und Variationsprinzip

Leiten Sie die Einsteinschen Vakuumfeldgleichungen aus der Lagrangedichte
L=+/—-gR

ab, dabei bezeichnen g die Determinante des metrischen Tensors und R = ¢g®? R, den Ricci-
Skalar.

a) Setzen Sie das Hamiltonsche Prinzip an und variieren Sie das Wirkungsintegral nach der
Metrik. Die Variation dg,, sei so durchgefiihrt, dass 6g,, = 0u(dg,,) = 0 auf dem Rand 0V
gilt.

b) Formen Sie unter Benutzung von

9.p = ggyﬂguu,p

und ga,g"* = 6 die Variationen nach g,,, und der Determinante g um. Man erhélt an dieser
Stelle bereits die Vakuumfeldgleichungen wenn man annimmt, dass die Variation des dritten
bei der Variation auftretenden Terms keinen Beitrag liefert.

c) Zeigen Sie, dass der Term der proportional zu 6 R,g ist, keinen Beitrag liefert. Dazu schrei-
ben Sie den aus der Definition des Kriimmungstensors folgenden Ricci-Tensor auf und bilden
dessen Variation, wobei Sie annehmen, dass Variation und partielle Ableitungen vertauschen.
Werten Sie diese Gleichung im lokal-geodétischen Bezugsystem aus in dem 6Fg7]p = 0 gilt
(deren Ableitungen verschwinden nicht).

In der auftretenden Gleichung kénnen die partiellen Ableitungen durch kovariante ersetzt
werden, da die 5ng tensorielle Gréflen sind, d.h. die Gleichung gilt in jedem Bezugsystem.
Ziehen Sie die vor der Variation stehenden Faktoren mittels des Lemmas von Ricci und der
Beziehung

V=g = (V—9gT") .

in die Ableitung und formen Sie diese damit um.

Schreiben Sie diesen Teil der Variation in ein Randintegral um. Wann verschwindet dessen
Beitrag auf oV'?

Zeigen Sie unter den oben gemachten Annahmen fiir die Metrik auf dem Rand des Integra-
tionsgebietes, dass 51“%7 = 0 gilt.



