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1.4.7 Das Newton’sche Gravitationsgesetz
Eine Punktmasse mi am Ort r; iibt auf eine Punktmasse mz am Ort > die Kraft (Axiom)

m,m
Fq= _Y1—23(£1 —1,)
|r,—1,]

aus. Hier bezeichnet y = 6,67259 10! N m? kg2 wieder die universelle Gravitationskonstante.

Die Gravitationskraft wirkt anziehend in Richtung der Verbindungslinie beider Massen. Thr

Betrag hingt nur vom Abstand der Punktmassen |r, —r, | ab, er fallt proportional

zu|r, -1, | . Die Gravitationswechselwirkung ist universell, langreichweitig, nicht

abschirmbar und, im Vergleich zur elektrostatischen Wechselwirkung, ,,schwach®. Fiir zwei

ruhende Elektronen ergibt sich beispielsweise unabhéngig vom Abstand

gravitative Anzichung 1 4
elektrostatische AbstoBung 4,17

(nachpriifen). Dennoch dominiert im astronomischen Maf3stab die Gravitation, da die

kosmischen Objekte in der Regel elektrisch neutral sind.

° Das Gravitationsfeld

(Falls erforderlich, Kapitel Felder, speziell Vektorfelder, aus MMP16 wiederholen.)

Wir betrachten zwei MP mit den Massen m und M und legen den Ursprung des KS in M.

Gravitationskraft: Fo(@)=—v mlz\/I z , Betrag: F,(r)=—7 m12\/1
ror r
— Zentralfeld — kugelsymmetrisch.

Das Kraftfeld Fg ist wirbelftrei, da rot F(r) =0 (zur Ubung noch einmal iiberpriifen).

Damit 1st das Gravitationsfeld konservativ. Die im Feld von M an der Masse m verrichtete

Arbeit (sie erhoht die potenzielle Energie U(r) der Masse m) kann als Wegintegral entlang



eines beliebigen Weges zwischen einem Bezugspunkt ro zum Beobachtungspunkt r berechnet

werden

¢ dn ' 1 1
UO-UG=—fdr k@ z ymM [ e e =t :—ymM[———j.
C Iy I r r0

parametrisiere C durch Radial—
(vgl. MMP, Kapitel Kurvenintegrale). Wird der Bezugspunkt ro ins Unendliche gelegt, folgt

strahl r(A)=XAe,, dr=dhe,

mM
U(r) = —'YT .

Die GroBle U(r), also die potenzielle Energie der Masse m im Gravitationsfeld F(r), wird

auch als Kepler-Potenzial bezeichnet.

Wir vereinbaren die folgende Terminologie:

Fo(r)=—vy m12\/1 Iom g(r) ist die Gravitationskraft zwischen m und M, g(r)=—
ror = =

M )
L die
r

2
r
Feldstiarke des Gravitationsfeldes von M. Da unabhédngig von der Masse des Probekorpers m,

ist g(r) besser als die Gravitationskraft Fg (r) oder die potenzielle Energie U(r) zur

Beschreibung des von der Masse M am Ort r erzeugten Gravitationsfeldes geeignet. Fiir die

potenzielle Energie des Probeteilchens im konservativen Kraftfeld F(r) konnen wir

U(r) = —yﬂ =mq(r) schreiben, wobei wir das skalaren Potenzial
r

o(r) = M — Gravitationspotenzial
r

einfiihren. Dann gilt (wie oben) g(r) = — grad§(r) = -V ¢(r) = —% e = w

Man beachte die formale Analogie zum elektrostatischen Feld einer ruhenden Punktladung Q,

das tiber die Coulomb-Kraft F.(r)= 2 ! gg zwischen Q und einer Probeladung q
TE, T
ausgemessen werden kann. Die elektrische Feldstiarke E(r) = 2 %£ mit F.(r) =qE(r)
TE, 1™ T

entspricht der Feldstérke des Gravitationsfeldes g(r), und das Coulomb-Potenzial ist

o(r) = I Q , wobei wieder E(r) =— grad ¢(r) gilt.
4ne, 1




N an den Orten ri befindliche ruhende Punktmassen mi erzeugen am Ort r ein
Gravitationsfeld, dessen Gravitationspotenzial sich nach dem Superpositionsprinzip in der

Form

B(r) = 2

|-
darstellen lasst.
Entsprechend erhalten wir im Fall einer lokalisierten kontinuierlichen Masseverteilung mit

der Massendichte p(r') fiir das Gravitationspotenzial im Beobachtungspunkt r

m;

f_/%

o(r) = Z p(r) AV, im Grenafall_y ) — —YJ.d3 . pa')

2 s e i

Bemerkung: Wir hitten auch die Feldstirken g(r) tiberlagern kdnnen und das Integral

g(r) = —yJ.d3 ' | P )| |£ r | fiir eine gegebene Masseverteilung ausrechnen. Das
- r—r'f |[I—1

entspriche dann genau dem Newton schen Superpositionsprinzip im Anschluss an das III.

Axiom. Meist ist es jedoch erheblich bequemer, g(r) tber g(r) =-V¢(r) zu bestimmen, da

sich skalare Volumenintegrale leichter als vektorielle ausrechnen lassen.

] Beispiel: Gravitationsfeld der Erde

Wir betrachten die Erde ndiherungsweise als Kugel vom Radius R mit homogener

Massedichte p(r') =

4}1\/[ und wéhlen sphérische Koordinaten (r', 9, ) mit Ursprung im
“TR3
3

Erdmittelpunkt und z-Achse in Richtung des Beobachtungspunktes r. Dann gilt

o=, o)
r-r]
d*r'=r'*dr'sin 9d9 de 1 v
dr'r'” | d9sin 9 | d
y47f J-|r—r| '[ o j- sin ‘[ (P\/ +1" 2rrcosS

211

Fiir die Integration iiber den Winkel $ zwischen r und r' finden wir mit Hilfe der Relation



1 (2rr'(=sind) _ rr'sind
2\/r2+r'2—2rr'cos\9 \/r2+r'2—2rr'0058

i(\/r2 +1r”-2rr'cos9 ):
ds

vo3yM » 4r?2rr n_ 3yM ( : , )
T 27 Id 2 - ‘0__2R3 jdr \/r +r7 4211 \/r +17 211
=_32YR1\34% Idr'r'[(r+r')—|r—r'|]=(|)(r).

Befindet sich der Beobachtungspunkt au3erhalb der Erde/Kugel, ergibt sich wegen r > 1'

3yM 1 yM 1§ , 3yMI12R° M
r)= dr'r'|(r+r r-r Z |dr' 21 =- - - _
o(r) j o+ -(-r)]=- 2R3 -] =l

2r' 0

— AuBerhalb der Kugel ist das Gravitationsfeld gleich dem einer Punktmasse M im
Mittelpunkt der Erde. Aus diesem Grund ist es moglich, fiir r > R die Erde als Punktmasse zu
behandeln (Abweichungen infolge Erdabplattung, inhomogener Dichteverteilung, etc.
vernachléssigt).

Fazit: Das Gravitationsfeld der Erde wirkt auf eine Punktmasse auf3erhalb der Erde so, als

wire die Erdmasse im Erdmittelpunkt vereinigt.

Fiir Beobachtungspunkte im Inneren der Erde/Kugel zerlegen wir das Integral in einen

Beitrag fiir 0 <r' <r und einen Beitrag fiir r <1' <R. Dann folgt

o(r) = 3YRM1(jd 2r'2+jdr [(r+1)+(r— r)]}

2r
1 3yM 1 3
:_7_3_ R2_L |2
. 2R r 3

3 2
—YM[zR 2Rj (1)

— zentralsymmetrisch

3 12
:_Mfl 2 L,
2R’ r| 3 2

Aufgabe: Skizziere das Gravitationspotenzial einer
Kugel mit der homogenen Massedichte p=3M/4nR3
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Fiir die Feldstiarke des Gravitationsfeldes erhalten wir

M
_v_zg, fir r>R

T T
g =~V o - - e -
YM r £, fir r<R

_R3 r

— Zentralfeld.
Aufgabe: das Gleiche wie oben fiir die Feldstarke g(r)

In der Ubung wird die gleiche Aufgabe mit Hilfe des GauB’schen Satzes
§ df-g(r) = Id3r divg(r) gelost. Man findet durch Berechnung des Flusses von g(r) durch
oV \%

die Kugeloberfliche leicht Id3r divg(r)=—4nyM = —4nyjd3r p(1) .

Kugel— A%
volumen

Daraus folgt im vorliegenden Fall

lokale Quellstarke Massen—
des G-Feldes dichte
divg(r) =—-4ny p(r) — die Massen sind die Quellen des Gravitationsfeldes.

Es stellt sich heraus, dass diese Gleichung nicht nur im betrachteten Beispiel, sondern

allgemein gilt. Die zweite Feldgleichung lautet
rotg(r)=0  — Das Gravitationsfeld ist konservativ.

Es besitzt eine skalares Potenzial ¢(r), wobei g(r) = —grad¢(r).

Durch lokale Quellstarke und lokale Wirbelstérke ist das Gravitationsfeld vollstdndig

bestimmt (Helmholtz scher Satz). Fiir das Gravitationspotenzial ergibt sich aus

—4ny p(r) = divg(r) = div(-grad§(r) ) = = V-V §(r) =~ Ad(x)

also

Ad(r)=4ny p(r) — Poisson-Gleichung .

Letztere folgt librigens aus den Gleichungen der Allgemeinen Relativitétstheorie im Grenzfall

schwacher Felder.



1.4.8 Aquivalenz von triger und schwerer Masse

Streng genommen sind die in der Newton'schen Bewegungsgleichung auftretenden tragen
Massen mr von den schweren Massen ms und Ms im Gravitationsgesetz (dort wurde der
Index S weggelassen) zu unterscheiden. Neben der Messung der Beschleunigung eines
Korpers durch eine auf ithn wirkende Kraft kann auch die Messung seines Gewichts G nahe
der Erdoberfliche (z.B. mit einer Federwaage) als Messvorschrift fiir die Masse von Korpern
dienen.

Idee: Konnte man nicht neben der Newton schen Bewegungsgleichung auch das Newton'sche

Gravitationsgesetz als Messvorschrift zur Bestimmung der Masse eines Korpers verwenden?

Der Betrag der Schwerkraft auf den an der Feder aufgehéngten Probekorper kann aus der
Verlidngerung Az der Feder abgelesen werden; die Schwerkraft ist (ndherungsweise, s. oben)
zum Erdmittelpunkt gerichtet. Folglich ist die Schwerkraft nicht Eigenschaft des Probekorpers
allein, sondern eine gemeinsame Eigenschaft des Systems Probekorper/Erde. Um die Schwere
als intrinsische Eigenschaft des Probekorpers zu charakterisieren, fithren wir die schwere

Masse ms ein

YM
r’ R

r=

e, #9,81ms™ die Erdbeschleunigung.

G=mgg alsoms~|G|). Dabeiist g=-

Sie ergibt sich wenn wir die Werte fiir Masse und Radius der Erde M ~ 5,98 10** kg bzw. R ~
6380 km einsetzen (Ursprung des KS im Erdmittelpunkt, Korrekturen infolge Erdabplattung /

geographischer Breite, Bewegung der Erde um die Sonne usw. vernachlissigt).

Zunichst sind die Versuchsbedingungen zur Bestimmung der trigen Masse mr auf der Basis
der NBG und der schweren Masse ms ausgehend vom Gravitationsgesetz offensichtlich sehr
unterschiedlich. Um mt und ms miteinander vergleichen zu kénnen, betrachten wir nun die

Beschleunigung a eines Korpers infolge seines eigenen Gewichts G. Gemall der NBG ist dann

mra=msg .



Bereits Galilei hatte bei seinen Fallversuchen am schiefen Turm von Pisa beobachtet, dass
alle Korper im Gravitationsfeld der Erde gleich schnell fallen. Newton folgerte daraus, dass

die Korper beim freien Fall die gleiche Beschleunigung erfahren, also gilt

a=—3g=const — fiir alle Korper ist das Verhéltnis aus schwerer und triger Masse gleich!
My

Werden mr und ms in kg gemessen folgt

ms = mr =: m Aquivalenz von triger und schwerer Masse

Die Gleichheit von trdger und schwerer Masse zihlt zu den experimentell am besten

gesicherten physikalischen Tatsachen.

Experimentelle zur Verifikation von ms = mrt :

(i) Pendelversuche von Newton bestitigten die Aquivalenz von triger und schwerer Masse
mit einer relativen Genauigkeit von 107

(ii) Drehwaage, Cavendish 1798

(iii) Relative Genauigkeit des E6tvos-Experiments (Budapest 1889) ist 107

Die Aquivalenz zwischen schwerer und triger Masse deutet auf einen engen Zusammenhang
zwischen Gravitation und Tragheit hin und ist in gewissem Sinne von "fundamentalerer"
Bedeutung als die Newton’sche Bewegungsgleichung und das Newton'sche Gravitations-

gesetz: Ersteres fallt ndmlich zumindest in der Form F = mt der Speziellen

Relativitdtstheorie zum Opfer, wihrend das zweite nur fiir schwache Gravitationsfelder erfiillt
ist (hinreichend kleine Massen oder hinreichend groBe Entfernungen). Auf der Aquivalenz
von triager und schwerer Masse und der Invarianz aller physikalischen Gesetze gegeniiber der

Lorentz-Transformation basiert dagegen Einstein’s Allgemeinen Relativitdtstheorie.



1.4.9 Massepunktsysteme (MPS)

Ziel: Verallgemeinere die Newton'sche Mechanik auf Systeme aus N Massepunkten mit den
Massen m; und den Ortsvektoren ri(t)). Bestimme insbesondere die zeitliche Anderung von

Impuls, Drehimpuls und Energie des MPS.

Ausgangspunkt ist die Newton sche Bewegungsgleichung (NBG) fiir die einzelnen
Massepunkte (MP)

N
m,f,(t)=F, = > B (1,1 ,i= 1.0, N (A)
- k=1

duflere Krifte
(@uflere Felder,
Schwerkraft,...)

Wir haben die Krifte in duBere und innere Krifte unterteilt. Die duBeren Krifte F*'(r,)
entsprechen duBeren Feldern, in denen sich das MPS befindet, z.B. das Gravitationsfeld oder
(ww)

duBere elektrische und magnetische Felder. F, "'(r,,r,) bezeichnet die Inneren oder

Wechselwirkungskrifte. Wir nehmen an, dass die Kraft zwischen zwei Massepunkten nur von
deren Positionen abhéngt und die Wirkungslinie der inneren Kréfte die Verbindungslinie
zwischen den beiden MP ist (keine Kriftepaare). Unter Umstdnden konnen die Krifte auch

von den Geschwindigkeiten t;, 1, der Massepunkte oder explizit von der Zeit abhingen.
® Impuls eines Massepunktsystems

Wir definieren den Impuls und den Ortsvektor des Schwerpunkts des MPS durch

N : 1 & > C
P(t):= z m, 1,(t) bzw. R(t):= MZ m, 1,(t), M:= z m, ist die Gesamtmasse des MPS.
i=1 i

i=1

N
Fiir die Bewegungsgleichung des Schwerpunkts finden wir aus Z(A)

i=1

N N N
- ) (a) (ww)
Zmi£1 =MR = Z EV(r)+ z Fi " (.r,).
s ) =
i%

Da der letzte Term auf der rechten Seite auf Grund des III. Newton schen Axioms

N ( ) ik N ( ) III.NA N ( )
WwW WWwW WwW

z Eik - z Eki - z Eik

i,k=1 ik=1 i,k=1

izk izk izk



verschwindet, ergibt sich

.o N
MR(t)=> F" (r;(1)) — Schwerpunktsatz:

Der Schwerpunkt eines Systems aus N MP bewegt sich so, als sei die Gesamtmasse M des
MPS in ihm vereinigt und als wirke auf ihn die vektorielle Summe aller duBeren Kréfte.
Mit anderen Worten: Die Wechselwirkung der MP untereinander hat keinen Einfluss auf die

Bewegung des Schwerpunkts des MPS.

Ist die Summe der dueren Krifte auf ein MPS gleich Null, so folgt

MR(t) = i m, I;(t) =P =const.

— der Schwerpunktsimpuls/Gesamtimpuls des MPS P ist in diesem Fall eine Erhaltungsgrof3e

/ ein Integral der Bewegung.
Schlussfolgerung: Ist die Summe der duBleren Kréfte gleich Null, bewegt der Schwerpunkt
sich geradlinig gleichférmig, d.h., ein mit dem Schwerpunkt verbundenes KS ist als

Inertialsystem besonders geeignet zur Beschreibung der Bewegung des MPS.

o Drehimpuls eines Massepunktsystems
N N

L= z L= Zm (rjxt;) — Drehimpuls des MPS
i=1 i=1

dL d II.NA

m dth (r,xt;)= Zm (f, ><r)+Zm (r;xt,) = Zr xF()+Zr x F)

i,k=1
izk

Der letzte Term verschwindet wieder wir wegen des III. Newton schen Axioms

III.NA N

(ww) _ (ww) (ww)
E,rXF E,rkXFki = _§ rxF
i,k=1 i,k=1 i,k=1
i#k izk i#k



d.h.

erF(WW) Z(r r)xFy™ =0

i,k=1 1k 1
izk izk

denn Krifte, die zwei MP aufeinander ausiiben, wirken in Richtung der Verbindungslinie

zwischen beiden. Damit ist r, x F* = M.

1

dL ¢ @ _
< F'
dt le -

— Die zeitliche Anderung des Gesamtdrehimpulses eines MPS ist gleich dem Gesamt-

drehmoment der dufleren Krifte.

Ist das Gesamtdrehmoment der duBBeren Krifte Null, weil (z.B.) keine duBleren Kréfte wirken,

so ist L(g (1), ry(t),...,1;(t),..1 (t)) eine ErhaltungsgroBe / ein Integral der Bewegung

M=0 < L=const.

o Energie eines Massepunktsystems

Aus der NBG (A) erhalten wir

wobei wir nun auf der rechten Seite zwischen konservativen und dissipativen Kréften

EK) bzw. F\” unterscheiden wollen.

Die konservativen Krifte sind als Gradient des Potenzials U(r,..., rN) darstellbar

10



o .. < i dT . > m; .» .. .. . .
z I,-mf, =— z —1 | = a0 wobei T := Z 73 die kinetische Energie des MPS ist

i=1

S LK) & 0U . dU . L .
Z I, F :—Z I = Ty (vorausgesetzt, U nicht explizit zeitabhéngig) folgt

d S (D)
a(T+U)=Z IR SR

i=1

Verschwindet die Leistung der dissipativen Kréfte auf der rechten Seite, folgt
T+ U=E=const »> Energieerhaltung

d.h., die mechanische Energie ist ein Integral der Bewegung

® Potenzial der konservativen Krifte

N 1 N
U(r,, 15,00y = DU () +52Uik(zi,zk)
i=1

ik=1
izk
duBere Felder
Wechselwirkungsanteil

ist die gesamte potenzielle Energie des MPS. Fiir die dueren Felder haben wir

F.(a) — _an(zi) )
=1 ar

=1

Fiir den Wechselwirkungsanteil kann Ui (ri,_rx) nur von den drei Skalaren rf , rk2 und (r; -1, )’

abhingen. Alle anderen Skalare wie r, - r, und (r; +1,)° sind Linearkombinationen dieser
drei. Nun ist aber das III. Newton sche Axiom nur dann erfiillt, wenn
_ oU,(Ir; —r,]) —_ oU (-1 _

Fi™ (1) = =—F"(r,r) ik=1..,N.
or; o1y

Der Faktor 2 oben beriicksichtigt, dass jedes Indexpaar nur einmal auftreten darf, der Beitrag

(ww)

Uik bestimmt sowohl F{"™ als auch F{,

11



n Beispiel: Fiir ein MPS aus N elektrisch geladenen Teilchen ( i, mi, gi) im
Schwerefeld der Erde (nahe der Erdoberfliche, g= - g - ) erhalten wir
N

N 1 1 9.9
U(Elazza'“va) = ;migzi +§ 47’[80 ‘;:kzzl |I'- _;(k|

Bemerkungen

(1) Ist U explizit zeitabhangig, so gilt

0x oy 0z dt dt ot

Die allgemeine Form einer konservativen Kraft lautet

F=—-gradU(r)+1rxA(r,t) wobei U nicht explizit t abhéngig und A beliebig.

] Beispiel: F, =qixB — Lorentz-Kraft (verrichtet keine Arbeit)



1.4.10 Newton sche Bewegungsgleichung fiir ein MPS in verallgemeinerten Koordinaten

Zwei Fragen stellen sich:

(1) Wie sieht die NBG eigentlich in verallgemeinerten also in nichtkartesischen, krummlinigen
Koordinaten aus?

(i1) Bisher haben wir immer angenommen, die resultierende wirkende Kraft sei vor der
Losung der BWG bekannt. Liegen allerdings Bewegungsbeschrankungen vor, d.h., wenn

Zwangskréfte wirken, ist diese Voraussetzung u.U. nicht einfach zu erfiillen.

m Einschub: Ebenes mathematisches Pendel

Ein MP der Masse m héngt an einem Faden/einer gewichtslosen Stange der Liange ¢ . Die
Bewegung des MP ist durch die Fadenspannkraft (Zwangskraft) auf eine Kreisbahn
eingeschrinkt. Anstelle der kartesischen Koordinaten x und y zur Festlegung der Lage des

MP verwenden wir den Auslenkwinkel ¢:

x(t) = £sin@(t), y(t) = Lcos@(t). (Koordinatenursprung im Aufhdngepunkt, g=—ge )

Durch die Wahl von ¢ ist die Position des MP eindeutig bestimmt und gleichzeitig die zur
Zwangskraft gehdrende Bewegungsbeschrinkung x(t)” +y(t)> = ¢* zu jedem Zeitpunkt t

identisch erfullt.
p<<l

2
Die potenzielle Energie des MP ist  U(¢)=mgh(p) =mg/(l-cos¢p) ~ mg/ % .

Obwohl die "Koordinate" ¢ die Lage des Massepunkts eindeutig bestimmt, lautet die NBG
fiir die "Bahnkurve" ¢(t) offensichtlich nicht
ou

m(‘[‘,:_az—mgésin(p also m@+g/lsing=0!

Drei Moglichkeiten zur korrekten Ableitung der Pendelgleichung:

(i) Aus dem Energieerhaltungssatz % (1?¢*)+mgl(1-cos@)=E=mg/l(l-cosq,)

( @0 - maximale Auslenkung des Pendels) folgt

('pzz%(coscp—coscpo) also  2¢ ('[BZ—ZTgsin(P ¢ und ('p+%sin(p=0

13



(ii) Polarkoordinaten verwenden:

r=re =le,, i=0¢ =(pe, T=lfe,—(P’e, V=e —+e,—

NBG: mi=-VU — m(—f¢29r+€¢9¢)=_¢za—

Kraftkomponenten in tangentialer Richtung (¢ - Richtung) ergeben:

m€¢=—%mg£ sing, also wieder ([')+%sin(p=0 )

Bemerkung: Das ist die Zerlegung der Gewichtskraft —mg in eine Komponente in Richtung

des gespannten Fadens (F = F e, ) und eine dazu senkrechte "riicktreibende" Kraft
(Fg =F; ¢, ). Ey steht senkrecht auf der Bahnkurve (Kreis) und wird durch die

Fadenspannkraft kompensiert. F; ist tangential zur Bahnkurve gerichtet und "treibt die

Bewegung des Pendels an" (Skizze).

(iii) Aus der Grundgleichung der Drehbewegung

Drehmoment der Schwerkraft und Drehimpuls bzgl. des Aufhidngepunkts lauten

(S € (S

~x Xy =z
M=rxF= Ising —/cos 0|=

—mgsin@ cosp —mgsing 0

=e, (ﬁ sin @ (—mgsin’) — (- £ cos @) (—mgsin @ cos (p)) =

= /mg(—sin’ ¢ —sin’ @cos@) = —/mgsing e,

bzw.

Ex €y <,

L=m(gxi)= Ising —/cosQ Ol=me, (€2¢sin2(p+fzcbcosz(p):mfz(pgz
{pcosp —Lp(—sinp) O

Aus der NBG der Drehbewegung i—% =M folgt dann m ¢* %(’p =—-mg/sinQ

also wieder ¢+ %sin(p =0.

14



Zurick zu 1.4.10

Behauptung: Das System der Newton 'schen Bewegungsgleichungen fiir ein

Massepunktsystem aus N Massepunkten mit der Einfachheit halber gleichen Massen
mi=F, r= {rl,rz,...,rm}

ist d4quivalent zu den Gleichungen

wobei L(q,9,)=T(q,9) - U(q,t) — Lagrange-Funktion des MPS.

q= {ql,qz,...,qf} sind verallgemeinerte Koordinaten und f ist die Anzahl der

Freiheitsgrade des mechanischen Systems, d.h., die minimale Anzahl unabhingiger Gréen

zur eindeutigen Bestimmung der Position aller MP/Teilchen.

| Beispiel: Ebenes mathematisches Pendel (s.0.): Zwei kartesische Koordinaten
X = Ising, y = fcos@; eine Zwangbedingung x> +y” =/’ ; also eine unabhiingige

verallgemeinerte Koordinate, .

] Beispiel: Unterliegen N Massepunkte R Zwangbedingungen, ergibt sich die Zahl der
Freiheitsgrade zu f = 3N — R.

Zum Beweis fiithren wir die Koordinatentransformation r=r(q) explizit aus.

Fiir die Geschwindigkeit erhalten wir

" or or
=) —q=)¢-q, ¢ ="—=¢(q) (HI1)
; q; 12:1: oq; -

Die GroBen q= {ql,qz,...,qf} nennen wir verallgemeinerte Geschwindigkeiten.

15



Nochmalige Ableitung von (H1) nach der Zeit ergibt die Beschleunigung, eingesetzt in die
NBG folgt

mi-n [ 328

=1 j=1 j

j of +9iqij:E "Qk
bzw.

L oe, .. £ .
e = mza—“-ek q,q;+m) e - e, d; (H2)
i,j=104; i=1

les|

Wir wollen versuchen, die ei zu eliminieren und vollstdndig zu skalaren GroBen iiberzugehen.

Fiir die kinetische Energie erhalten wir

m ., "U'm - P
T:_Ez = _Zgi'gjqiqj ::T((_lag)
2 2i,j:1

und nacheinander abgeleitet nach q, und der Zeit

oT m
=— +— € €. my¢e¢ -¢€
aqk 2 < 1_1 _kq1 Z k q] ; kql

bzw.

d(oT f (& oe
— = — + —=Xq.q. +
dt[ ] m) {Ea q;- ¢ 4 Ze aq £4,q,+¢ ekq]

aqk i=1 \ j=1 i =1 i
(H3)
L Oe,
=m p — ekqjq1+mze ekq1+mze _q q;
i,j= 1a i=1 i,j=1
vergleiche rechte Seite von (H2) ersetze durch ﬂ
0qy
Die Ersetzung im letzten Term rechts ist moglich, weil
6Tm Oe. .. my .. el
—e;q,q;+— 2 (ie])= Z -¢,q,4; =
aqk 2 i,j=1 8qk ! ! 2 i,j=1 i,j= 1 ! !
(H4)
oe;
€q;q;=m qlq
i,j=1 8q ! ; i :

de, 0 O0r 0 oOr Og
aqj aqj' 0q, 0qy an ol

denn solange die Koordinatentransformation r =r(q)

stetig differenzierbar ist.
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(H3) und (H4) ergibt eingesetzt in (H2) F-e, = i[ o1 j—( o1 ] (HS)

dt\ 24, 24,
Wir nehmen nun an, F sei konservativ, F=—-gradU(r,t)= —% .
I

Nach der Transformation r =r(q) erhalten wir die neue Funktion INJ(g, t) und die linke Seite

ou or - oU or, ou

von H(5) lautet F-e, =— =— =— . Damit hat (HS5) die Form
or 0q, o Or, 0q, 0q,

d(oT) a(T-U)_,

dt{dq, )  aq, '

Wenn wir nun noch annehmen, dass U nicht von den verallgemeinerten Geschwindigkeiten q

abhéngt, folgt

d{oL )| oL : : :
—| —=|-=—=0 (H) mit L(q,4,) =T(q,9) - U(q,t) (k=1,...,f).
dt\ oq, ) 0q,

und die Behauptung ist bewiesen.

L ist die nichtrelativistische Lagrange-Funktion des betrachteten physikalischen Systems
(hier eines MPS aus N wechselwirkenden MP/Teilchen). Se ergibt sich als Differenz aus

kinetischer und potenzieller Energie, ausgedriickt als Funktion der verallgemeinerten

Koordinaten und Geschwindigkeiten q = {ql,qz,...,qf} bzw. q = {ql,qz,...,qf}.

(H) sind die Lagrange’schen BWG II. Art. Es handelt sich um ein System aus f gekoppelten
ODE 2. Ordnung fiir die Bahnkurven g(t) in verallgemeinerten Koordinaten.

Man iiberzeugt sich leicht, dass sich fiir das mathematische Pendel mit
N m 2.2
L(@,0) =— (£°¢") ~mg /(1 -cosg)

aus (H) die korrekte Bewegungsgleichung m /> $+mg/sing =0 ergibt.
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