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2. Formulierung der Klassischen Mechanik nach Lagrange und Euler

2.0 Historie

Pierre Louis Moreau de Maupertuis (1698-1759) sprach 1746 als erster von einem
allgemeingiiltigen Prinzip der Naturprozesse, extremal oder optimal abzulaufen. Auf
Leonhard Euler (1707-1783) und Jean Louis Lagrange (1736-1813) geht die mathematisch
prézise Fassung eines solchen Prinzips zuriick (Euler-Lagrange-Gleichungen). Die
Lagrange’sche Formulierung der Mechanik stammt aus dem Jahr 1788. 1834 formulierte

William Hamilton das nach ihm benannte Variationsprinzip.

2.1  Ableitung der Newton’schen Bewegungsgleichung aus einem Variationsprinzip

Betrachte einen Korper/MP (Masse m), der sich im Potenzial U(r) bewegt, dessen Lagrange-

Funktion also
L) =21 - U
lautet. Wir filhren die Wirkung S

Def.: S[r(t)]:= J-dt L(g(t),i(t),t) Wirkungsfunktional entlang r(t) zwischenr(t,)undr(t,)

t

entlang einer Bahnkurve/Trajektorie r(t)zwischen einem Anfangspunkt und einem Endpunkt
r(t,) bzw. r(t,) als neue, fundamentale Grof3e ein.
Die Wirkung hat die Dimension Energie x Zeit. Jeder Trajektorie r(t) zwischen den

Positionen r(t,) bzw. r(t,) wird eine Wirkung (Zahl) S[r(t)] zugeordnet.



Wir betrachten nun eine herausgegriffene Trajektorie r(t) und eine benachbarte Trajektorie

T(t) =r(t)+0r(t), 8r(t))=0r(t,)=0,

wobei die kleine Abweichung/Variation or(t) im Anfangs- und Endpunkt der Bewegung

r(t) verschwinden mdge. Beim Ubergang von r(t) zu T(t) = r(t) + 8r(t) variiert die Wirkung

um

8S := S[E(1)] - S[x(t)] = Idr [%@ 81)° — U(r + 5!)} - Idt [%r - U(z)} .

Fiir kleine Variationen 0r(t) finden wir in linearer Ndherung (Taylor-Reihe) fiir die Variation

der Wirkung 6S

r

8S = Tdt[mi-ﬁi—a—U : Sz] + O((Sz)z,(fii)z)=
t, r(t)

:jdt mi(i-Sg)—mg-si—a—U - 8r +O((8£)2,(8i)2)=
4 dt Or |,y

= m(1-0r)

X +Tdt[‘mf—aa_U J'ag+0((6z)2,(6i>2)~
(t)

%/_J t
0, da 8r(t)) = 81(t)=0

Wir erkennen, dass 0S fiir beliebige, kleine or(t) von r(t) nur dann verschwindet, wenn die

ungestorte Trajektorie r(t) der Newton schen Bewegungsgleichung gentigt:

OS[x()]=0 fiur mi(t)= i F(r(t)) ( or(t,) =0r(t,)=0)
- Dlecy

(i) Die NBG ist dquivalent zur Forderung 6S[r(t)]:= SIdt L(g(t),t(t),t) =0

4

Statt der Giiltigkeit des II. Newton'schen Axioms kdnnen wir die Extremalitit der Wirkung

entlang der Bahnkurve postulieren. Das fiihrt auf eine vollkommen neue, alternative



Formulierung der Mechanik, deren Verallgemeinerungen sich bis in die Feldtheorie hinein

erstrecken (s.u.).

(i1) Unter allen denkbaren Trajektorien zwischen zwei Orten mit den Radiusvektoren r(t1) und
r(t2) besitzt die in der Natur tatsdchlich realisierte Bahnkurve/Trajektorie die extremale (meist

minimale) Wirkung.
2.2 Einschub Variationsrechnung

1696 formulierte Jacob Bernoulli das Brachystochronenproblem, das als Geburtsstunde der
Variationsrechnung gilt:

Entlang welcher Kurve y(x) gelangt ein

reibungsfrei im Schwerefeld gleitender

Korper in kiirzester Zeit T von Pi(x1,y1)

nach P2(x2,y2)?

PZ
Zeit: T= Iﬁ, Wegelement/Bogenlinge: ds = +/(dx)” +(dy)’ =dx4/1+y"
v
Pl

Energieerhaltung: %Vz =mg(y, —y), also v’ =2g(y,-y).

X2 '2
Insgesamt ergibt sich T[y(x)]= jdx % )
X, gly, —YX

Damit die Zeit entlang der Kurve y(x) minimal wird, muss T[y(x)+0y(x)]> T[y(x)] fiir

beliebige, hinreichend kleine dy(x) gelten.

Beachte folgende Gegeniiberstellung

Funktion y(x) Funktional F[y(x)]
- Zuordnung zwischen Zahlenwerten - einer Funktion y(x) wird ein Zahlenwert zugeordnet
- Minimum bei x = Xo , wenn y(Xo + 8x) > y(Xo) - Minimum bei y =yo(x), wenn F[y(x) + dy(x)] > F[y(x)]
fiir beliebige hinreichend kleine 6x fiir beliebige hinreichend kleine 5y(x)
- notwendige Bedingung j—z =0 - notwendige Bedingung — sicher eine DG fiir y(x).
X
0 Welche?



Wir betrachten Funktionale der Form

X9 d
Fly(ol= [dx £(y.¥".%), y(x,) = y1, ¥(%,) = Vs, y’::d—z,

X

F[y] hat ein Extremum bei y(x), wenn OF := F[y + dy]—F[y] =0, also wenn die Variation des

Funktionals verschwindet (notwendige Bedingung). Wir setzen

dy =0y(x) = en(x), ¢ infinitesimal klein, n(x) differenzierbar mit n(x,) =n(x,) =0
und fassen das Funktional als Funktion des Parameters ¢ auf

Fly(x) +8y(x)] = F[y(x) + en(x)] = F(g).

Das fiihrt die notwendige Bedingung fiir die Extremalitdt des Funktionals F[y(x)] auf die
Bedingung fiir das Extremum einer Funktion F(g) zuriick (ersetzt die Berechnung der
Funktionalableitung 6F/dy durch die Differentiation der Funktion F(g¢) nach €)

Die notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum von F(¢) lautet

dF(y +¢&m) _0
d8 =0 ‘
Aus
dF(y +em) = jdxf(y+sn y+83 x)+% (x)+% 9,
folgt
dF(y+sn) of of dn ¢ of "
go_jdx FPAlOK o Xflxa—n(X)m(X)— jd n() 0

X1

\—W—J
pamell integrieren n(x,)=1(x,)=0

Also ist Idx {%— di(g;f/ ﬂ n(x)=0 fiir beliebige hinreichend kleine n(x).

ST



Damit muss y(x) der Differentialgleichung 2. Ordnung

i[af(y,y ’X)}— Of(y,y',x) =0 — Euler-Lagrange-Gleichung der Variationsrechnung

dx| oy’ oy

gentigen.

Verallgemeinert auf ein Funktional von n Funktionen y = (yl(x), v, (X), ..., ¥, (X) ) einer
unabhéngigen Variablen x mit festen Randwerten yi(x1) = yil, yi(x2) =yi2, 1=1, 2, ..., n folgt
auf analoge Weise iiber die Betrachtung der Funktion F(e1, €2,..., &n) zum Funktional
Fly,+&np...y, +€m,] als notwendige Bedingung fiir 8F = 0, dass die Funktionen yi(x)

Losungen der Euler-Lagrange-Gleichungen

of(y,y', of(y,y', )
d{ ¥y X)} WYX 0 is12.n

dx dy;' dy,
sein miissen.

17.11.10

2.3  Lagrange-Gleichungen II. Art

Uber die Entsprechungen

Xy t
x o t, y(x) (1), f(yy'.x) © L@,4,1) , Flyl = [dx f(y,y',x) <> S[q]= [dt L(q.4.1)
X, t

erkennt man aus Kapitel 2.2, dass die Bahnkurven q(t) in verallgemeinerten Koordinaten

Losungen der gekoppelten Differentialgleichungen
AFOL) Ok g icio,.f
dt\ dq; ) dg;

4
sind, die das Wirkungsfunktional S[q]= Idt L(q,q,t) extremalisieren, und aus der Forderung

4

3S[a(t] =5 [dt L(q,4,)=0 folgen,

4



Davon konnen wir uns noch einmal direkt iberzeugen. Wir betrachten ein physikalisches

System, dessen Zustand durch f verallgemeinerte Koordinaten q(t) = (ql(t), q,(),..., qf(t))
und f verallgemeinerte Geschwindigkeiten q(t) = (ql(t), q,),..., qf(t)) beschrieben wird.
Seine Lagrange-Funktion sei L(q,q,t) = T(q,q,t) —U(g,t). Fur die Variation der Wirkung

infolge einer Variation 8q(t) der Trajektorie q(t) mit q(t,) =8q(t,) =0 ergibt sich

K o (&L L oL .
§S[q(t)] = sjdt L(q.4.t) = jdt (Za—qzs% +Z@—q8qi)+... -

f b f b
> [t L g+ 4| 2L gq, | -4 L |5, o=y fdt OL _dfoL )l 4.
o 0q, dt 0q; dt{ 0q, o 0q, dt\dq;

Null, da nach Integration
3q;(t;)=0q;(t;)=0

Postulieren wir

8S[q(t)] = 5fdt L(q,4.t)=0 — Hamilton’sches Variationsprinzip (1834),

4

( "Prinzip der kleinsten Wirkung" )

dann gentigt die betrachtete Trajektorie q(t) den Bewegungsgleichungen

4 a—L —a—L:O,i:I,Z,...,f — Lagrange-Gleichungen I1. Art
dt\ 0q, ) 0q;

Alle 8qi(t) miissen voneinander unabhéngig, also nicht durch Nebenbedingungen
eingeschrinkt sind. Bewegungseinschrinkungen werden durch geeignete Wahl der

verallgemeinerten Koordinaten q(t) eliminiert, denn diese erfiillen laut Definition identisch

eventuell vorhandene Zwangbedingungen (vgl. unten, Lagrange I). Die 2 f Randbedingungen

q;(t,), q;(t,) sind dquivalent zu 2 f Anfangsbedingungen q;(t,), q;(t,) .

Fazit: Damit haben wir die Lagrange-Gleichungen nicht nur durch Ubergang zu
krummlinigen Koordinaten aus der Newton schen Bewegungsgleichung, sondern als Folge
eines neuen Postulats zur Bestimmung der Bahnkurven, des Hamilton schen Variations-

prinzips, abgeleitet.



Angenommen, zwei Lagrange-Funktionen L und L" unterscheiden sich lediglich durch die

totale zeitliche Ableitung einer Funktion der verallgemeinerten Koordinaten und der Zeit
v . d
L'(q,9,t) =L(q,q,t) +EF(C_1,t) :

Dann ist

S'Tq(t)] = J.dt L'(q,q.t) = j dt L(q,q,t) + j dt %F(c_l, t) =S[q(H)]+F(q,.t,) —F(q,.t,) .

t, t, t

Der Zusatzterm F(q,,t,)—F(q,,t,) verschwindet bei Variation mit 8q(t,) =8q(t,) =0, d.h.,
aus 8S[q(t)]=0 folgt 8S'[q(t)]=0 und umgekehrt. Die auf L und L’ basierenden

Bewegungsgleichungen sind damit dquivalent, d.h., die Lagrange-Gleichungen sind invariant
gegentiiber Transformationen L — L'=L + %F(g, t) mit beliebigen nicht von den

verallgemeinerten Geschwindigkeiten abhdngenden Funktionen F. Diese Invarianz lasst sich
bei der Aufstellung der Bewegungsgleichungen ausnutzen, dariiber hinaus wird sich spéter

erweisen, dass sie von fundamentaler Bedeutung ist (— Eichtransformationen).

Oft ist die Lagrange-Funktion die einfachste, mit den Symmetrien des physikalischen Systems

vertragliche Funktion der verallgemeinerten Koordinaten und Geschwindigkeiten.

[ ] Beispiel: Freies Teilchen: drei Freiheitsgrade x,y,z — L(x,y,7,X,¥,Z,t)
Wegen der Homogenitét der Zeit entfdllt t, wegen der Homogenitét des Raumes entfallen

X,y,z . Unter Beriicksichtigung der Isotropie des Raumes folgt L(x* +y* +z°). Am

einfachsten ist L =a (x> +y* +2”). Die Konstante a=m/2 hat keinen Einfluss auf die

Bewegungsgleichung: %Z—L =x=0,y=0,z=0 fiir die geradlinig gleichférmige
X

Bewegung.



2.4  Integrale der Bewegung in der Lagrange-Mechanik

Die verallgemeinerte Koordinate q, heisst zyklisch, wenn die Lagrange-Funktion L nicht von

q, abhéngt:
q, zyklisch, wenn P =0.
aq,
Wir nennen
oL
P =7—=0
0q,,

den zu einer zyklischen Koordinate q, kanonisch konjugierten Impuls.

Dann haben wir folgenden Satz: Ist q, zyklisch, dann ist p, Integral der Bewegung.

Bewelis: Aus i[

=0 folgt bei L =0 sofort %pk =0, also p, =const

0qy 04,

oL oL
dt

04,
— Jede zyklische Koordinate impliziert eine Erhaltungsgrofle.

] Beispiel: Freies Teilchen (U = 0)

L= % i’ unabhingig vonr, also ist aa—L =mrt=p=const — Impulserhaltung.
i £
] Beispiel: Bewegung der Punktmasse m im Zentralfeld U(r)

L= %(fz +129% +r?sin’9 ¢?) - U(r), Kugelkoordinaten.

Die Koordinate ¢ ist zyklisch (auch von der Zeit t hangt die Lagrange-Funktion nicht explizit
ab, s.u.). Aus

oL =0 folgt p, = Z—L =mr’sin’9¢ = const .

Fiir die z-Komponente des Drehimpulses L findet man leicht

L, =m(rxi), =m(xy—yXx) =...=mr’sin’9 ¢, also Drehimpulserhaltung



° Sonderfall Energieerhaltung

o
k=1 6qk

Fir L(q,q,t) bestimmen wir die vollstindige Ableitung des Ausdrucks —L nach

der Zeit:

i fa_L. L _ii@_L +8L.._6L. _6L.. _a_L__a_L
25 qx 2 4t| 2, dx a4, qx aq i o, qy ot o
\—w_—J

o
0qy

f
Also: Wenn L nicht explizit zeitabhdngig, dann ist Za—L —L ein Integral der Bewegung.

= 04,

) . oL . . .
Wir werden nun zeigen, dass quk —L die mechanische Energie darstellt. Aus
k=1 Oq

f
= Z *q; (der Einfachheit halber sei die Transformation x, =x,(q) t-unabhéngig)

i=1 i

folgt fiir die kinetische Energie

3N 3N f
. m_ ., m ox, OX, . .
T , = —an = 1 n n i P
(9.9) nZﬂ > n§=1, ) ;j:l@q‘ aq 4 4;

i i

Wenn die potentielle Energie nicht von den verallgemeinerten Geschwindigkeiten abhéngt, ist

wegen L=T-U

oL . 0T . dm Gox ox, .. X 8x8x
D G=) 4 = g TGt =2T.
k=1 Oy k=1 Oqy 2 Em0q, aqj 2 6009, 8

£ 8L
Das ergibt —q,—-L=2T-T+U=T+U.

k= laqk

Fazit: Wenn die Lagrangefunktion nicht explizit von der Zeit t abhingt, dann bleibt die
mechanische Energie im Verlauf der Bewegung konstant
oL 0x, ou

—=0 — T(q,9)+U(q) =: E = const =0, —=0, k=12,...,f
o (4,9 +U(q) 2t 2 )




