6Wo, 25./26.11.14; 22./23.11.16
2.7 Bewegungsbeschrankungen (BB), Zwangsbedingungen (ZB) + Zwangskrafte (ZK).

Lagrange-Gleichungen I. Art

Beispiele:

] 1) Eine kleine Kugel rollt reibungsfrei im Innern eines Trichters (vgl. Kap. 2.6)

] 2) Pendel mit rotierendem Aufhidngepunkt
x =RcosQt+ /sing
y =RsinQt—/coso
z=0
Zwangbedingung:

Skizze g(x,y,t) = (x —RcosQt) + (y - RsinQt) — /> =0

3) Massepunkt gleitet reibungsfrei auf einer rotierenden Stange

y

= =tgp, @ =ot
X
Skizze Zwangbedingung: g(x,y,t) = arctgz -ot=0
X
] 4) Kleine Kugel rollt im Schwerefeld reibungsfrei vom oberen Pol einer grof3eren
Kugel mit dem Radius R
Zwangbedingung: x* +y’ —R* >0
Skizze
] 5) Eine Miinze rollt reibungsfrei in der x-y-Ebene

Die Bogengeschwindigkeit des Scheibenrandes R ¢ (¢ - Rotationswinkel) ist gleich dem
Betrag der Geschwindigkeit v des Beriihrungspunktes auf der Ebene, v=R ¢ . Aus

v, =X=vsin0 )
. folgt die

v, =y=-vcosH

. dx—-R sin® dp=0
Zwangbedingung: .
dy+R cosO dp=0

Skizze

Der Scheibenmittelpunkt liegt stets iiber dem Berlihrungspunkt mit den Koordinaten (x,y).



Klassifikation der Zwangbedingungen (ZB)

ZB der Form
g, (r,t)=0, a=1,..,.R

heiflen holonom (integrabel).

Sind die Funktionen g explizit zeitabhéngig, werden die ZB rheonom genannt (Beispiele 2)
und 3) oben); bei nicht explizit von t abhéngigen g, wird von skleronomen ZB gesprochen

(Beispiel 1 oben).

Nichtholonome ZB enthalten die Geschwindigkeiten, sind zwischen Differentialen (Beispiel

5) oben) oder unter Verwendung von Ungleichungen formuliert (Beispiel 4) oben).

Bei Bewegungsbeschrankungen ist die Bestimmung der Bahnkurven aus der Newtonschen
Bewegungsgleichung (NBWG) u.U. schwierig. Um dies zu verdeutlichen, betrachten wir der
Einfachheit halber zunichst die Bewegung eines Massepunkts unter Einwirkung der
eingepragten Kraft F, wenn eine holonome ZB vorliegt. Auch wenn die ZB formuliert werden
kann, ist die entsprechende Zwangskraft Z i.a. nicht gegeben, sondern hingt von der

tatsdachlichen, also noch unbekannten Bahnkurve ab. Ohne Z ist die rechte Seite der NBWG

nicht vollstdndig bekannt und das erarbeitete "Rezept" zur Losung von Bewegungsproblemen

im Rahmen der Newton schen Mechanik nicht unmittelbar anwendbar.
Liegt eine holonome ZB vor, gibt es folgende Mdoglichkeiten zur Berechnung der Bahnkurve:

A Wir eliminieren Z durch Ubergang zu verallgemeinerten Koordinaten q(t) gemél der
Transformationsformeln r(t) =r(q(t),t) , wobei die q(t) die ZB identisch erfiillen miissen,
ga(g(g(t),t) )E 0, a=1,...,R, und bestimmen die Bahnkurve r(t) aus q(t). Das ist die

Vorgehensweise im Lagrange-II-Formalismus. Dieser ist elegant, allerdings fillt die ZK

heraus und kann nicht explizit berechnet werden.



B Wir nutzen aus, dass eine holonome ZB die Bewegung auf die Fliche g(r,t) =0 im R?
einschréinkt, ohne dabei die Bewegung innerhalb dieser Flache zu beeinflussen. Demzufolge
steht die Zwangskraft Z senkrecht auf der Fliche g(r,t) = 0; sie besitzt keine Komponenten
"in Richtung" dieser Flache. Das bedeutet g(r,t) =0 ist dquivalent zuZ || grad g(r,t), also zu

Z = \(t) grad g(r,t). Somit lautet die NBWG

mi=F+Z=F+A\(t) gradg(r,t),

wenn die Bewegung einer holonomen Zwangbedingung unterliegt. Der zeitabhidngige

Parameter A(t) bleibt zundchst unbestimmt.

Verallgemeinert auf ein System aus N Massepunkten und R holonomen Zwangbedingungen

erhalten wir 3N + R Gleichungen der Form

0g,(r,t)
or

n

R
1’nn i:n :Fn(zﬁi’t)+z7\‘a(t) b gq(zat)zoa
a=1

(H1)
r=(1,..,55y) o=L..,R, n=1..3N

fiir 3N unbekannte Funktionen r, (t) und R unbekannte Parameter A (t).

2
Um die A (t) zu eliminieren, berechnen wir de.(rH g(‘;t(zz’ H

d’g,. d(Xog . og X og,, .. .
=—=0 — — —%1 +—=%| bzw. —*r =G_(r,1,t), a=1..,R.
dt*>  dt (Z; or, " ot Z{ or, " (BL1)

Die zweiten Ableitungen t, treten lediglich linear auf, da die holonomen ZB g_(r,t) =0
unabhéngig von 1 sind. Die Funktionen G, auf der rechten Seite subsummieren alle
restlichen, also nicht , enthaltenden Terme.

Ersetzen wir nun t, durch die rechten Seiten der BWG (H1), ergibt sich ein lineares

inhomogenes algebraisches Gleichungssystem fiir die unbekannten Groflen A, (r,1,t)



G (r.i,t o F (r,i,t)+ Y A (1, it
NESHE ;a Z - [ (.1,1) BZ:, (L) =

L =1 n n

Aus den Parametern A (t) sind A_(r,1,t) geworden, da die Komponenten Fn der
eingeprigten Kraft von r, und r , jedoch nicht von t, abhidngen konnen.
Werden die Losungen A (r,1,t) in den rechten Seiten von (H1) verwendet, sind diese

bekannt, d.h. die Bahnkurver(t) kann aus

m, § _F(rrt)+2x (r.i.0) agg(r D oL R (H2)

a=1 n

berechnet werden.

Fiir die Komponenten der Zwangskraft erhalten wir

Z ()= Zx (r,i,1) 8LV aga(r 2 (H3)

1’1

wobei r(t) die aus (H2) ermittelte Losung ist. Beachte, dass aus A (r,1,t) fiir die Bahnkurve

r(t) R Parameter A (t) werden.

® Zusammenhang zwischen Lagrange | und Lagrange 11

Wihlen wir f =3N-R verallgemeinerte Koordinaten q(t) derart, dass g, (r(q,t),t) =0,

dann ist

Mit dieser Beziehung lassen sich die Zwangskrifte aus der Bewegungsgleichung (H1)

eliminieren. Dazu wird (H1) komponentenweise mit multipliziert und iber n summiert

an



>m, i, 2 —ZF o +Zx (t)z aga ar

Null

Der zweite Term auf der rechten Seite verschwindet, aus dem Rest folgen die Lagrange-

= (&), -

k

o Rezept™ zur Losung von Bewegungsproblemen mit Lagrange |
(im Fall holonomer Zwangbedingungen)

(1) Wihle die Koordinaten und formuliere die Zwangbedingungen.

(i)  Bestimme die Lagrange-Funktion und stelle die Lagrange-Gleichungen 1. Art unter

s S og. (r,t)
Beriicksichtigung des Ansatzes Z = Z A, (1) g—" auf.
a=1 I

n

(i)  Bestimme die Abhingigkeiten A (r,,t), indem die ZB zweifach nach der Zeit t

abgeleitet und die I mit Hilfe der Bewegungsgleichungen eliminiert werden.

(iv) A (r,1,t) in die Lagrange-Gleichungen I. Art einsetzen, diese integrieren und aus den

Anfangsbedingungen die Integrationskonstanten ermitteln.

v) Berechne unter Verwendung der ermittelten Bahnkurve r(t) aus

i , 5ga(£, t)
P Ir a al‘n

die Komponenten Zwangskraft und diskutiere die Losung.



] Einfaches Beispiel: Gleitende Kugel auf gleitendem Keil (reibungsfrei)

A: Lagrange |

Skizze

(1) Koordinaten der Kugel x(t), y(t), des Keiles X(t) (Skizze)

. h-
Zwangbedingung: tgo = }}; also  gx,y,X)=y+(x—-X)tga—h=0
X f—
.o . M 2 m ) .2
(i1) Lagrange-Funktion: L= ?X +?(x +y )— mgy

Lagrange-Gleichungen [. Art m7t = F+ A(t) grad g(r,t) , also komponentenweise

L =x: mX=2A(t) tga

L,=y: my=»A((t)—mg (H)

r,=X: MX=-A(t) tga

(ii1) Zwangbedingung zweifach nach t abgeleitet:

2
% =0 > y+(x-X)tga =0 und %, ¥ sowie X mit Hilfe von (H) eliminiert ergibt
A(t) —mg + ( A(t) tgo+ mﬁk(t) tg aj tga=0,also A(t)= me = const .
1+ ( 1+ lt\n/Ij tg’a

Folglich ist A in unserem einfachen Beispiel zeitunabhéngig.



(iv) Damit sind die rechten Seiten der Bewegungsgleichungen (H) konstant, d.h., sie
beschreiben eine gleichméBig beschleunigte Bewegung. Unter Berticksichtigung der

Anfangsbedingungen ergibt sich sofort

x(t) = fgo gtz, y(t)=h—-|1- ! th, X(t) = _m tgo g
m 2 2 m 2 M m 2 2
I+ I+ 7 Jtg7a I+ 1+ = tg o 1+| 1+— |tg°a
M M M
(v) Diskussion:
R . . . gtga 2. .
a) x(t): Fir M >>m st die Beschleunigung L+ te’a gtga cos’a = gsina cosa . Das ist,
+tg o

wie zu erwartet, die x-Komponente der "Hangabtriebsbeschleunigung" gsina .

b) Wie weit ist der Keil gerutscht, wenn die Kugel bei y = 0 angelangt ist?

1 g .2

2¢, 2¢ _h eingesetzt in X(t) ergibt
m 2
1+ ( 1+ ) tg a
M

)

Ausy=0 folgt h=|1-

N |oe

m h __hectga

X =X(y=0)=~ - M
(1+J tga 1+—
M m

Wir finden X, —0 fir M —>o und X, — —oo fiir a > 0.

] Beispiel: Gleitende Kugel auf gleitendem Keil (reibungsfrei)
B: Lagrange Il

Bei der Losung des gleichen Problems iiber Lagrange II wéhlen wir wieder die Koordinate
X(t) fiir die Position des Keils aber, um die Zwangbedingung identisch erfiillen zu koénnen, als
verallgemeinerte Koordinate den zuriickgelegten Weg s(t) anstelle von x(t) und y(t)

(f=3-2=1). Dann ist



. h- i
x=X+scosa,y=h-ssina , g(x,y,X)=tgo— Y :tga_ssmoc =0 .
x—X s cosa

Lagrange-Funktion:

M. S . .
L =?X2 +% [(X+s cosa)’ +§ smzoc]—mg(h—s sina) =
= M;sz + Mg +mXscoso +mgssina —mgh

Die Koordinate X ist zyklisch, d.h.

. AB .
6_1'4 =(M+m)X+mcosas=const=0 bzw. MX+mx =0 — Impulserhaltung.
%/_J

0X

x-X
Die Lagrange-Funktion enthélt die Zeit nicht explizit, also gilt Energieerhaltung

. AB
E= %Xz +%(X2 +y2)+ mgy = const = mgh.

Lagrange-Gleichungen:

%[Z—Lj = %(mé—i—mcosocX)
S
mcoso X +m§—mgsina =0,
oL .
— = mgsina
0s

sowie die schon abgeleitete Gleichung

dfoL =(M+m)X+mcosas=0.
dt{ 0X

M+m>--(. Eingesetzt in die Gleichung fir X finden wir

Aus dieser folgt msS=-
cosa

M+m X —mgsina = 0, also wie bei Lagrange I

mcoso X —
cos o

m tga
M 1+(1+m)tg2a
M

X=- g =const usw.



[ Beispiel: Losung der Aufgabe nur auf der Basis von Energie- und Impulserhaltung

. AB
Impulserhaltung M X +mx = const =0 fiithrt unter Verwendung der AB X(0) = x(0) = 0 auf

X:—%x. Aus der ZB y=h-(x-X) tga wird yzh—x(l+%}tga und

y= —(1 +%) tga x . Damit lassen sich X, y und y im Energieerhaltungssatz

. AB
E= %Xz +%(X2 +y2)+ mgy =const =mgh

eliminieren. Nach einfachen Umformungen finden wir

tgal

Xx*=2ax mit a:=g )
m 2
1+(1+jtga
M

Integration unter Beriicksichtigung der AB ergibt wieder wie oben

a, m a , m )
t)=—t", X(t)=———t und t)y=h—|1+— |tga —t° .
(0= O=-117 y(t) ( Mjg :



2.8  Lagrange-Gleichungen I. Art als Variationsproblem mit Nebenbedingungen

Wir leiten die Bewegungsgleichungen nun aus dem Hamilton schen Variationsprinzip

dS[r(t)] =0 unter Beriicksichtigung von R Nebenbedingungen der Formg_ (r,t) =0,

a =1,...,R ab, also ohne Riickgriff auf die Newton schen Bewegungsgleichung. Dabei gehen
wir wie in Kap. 2.3 vor, verwenden jedoch zunéchst keine verallgemeinerten Koordinaten.
Fiir die Variation der Wirkung infolge einer Variation 0r(t) entlang einer Trajektorie r(t) mit

dr(t1) = dr(t2) = 0 ergibt sich in erster Ordnung

ty 3N 3N
0=5S[x(t)] = sjdtL(rrt) jdt ZrLs Za—Lst

t, i=1 i i=1 i

3N B 3N &
Zj'dt _5 i a_I.‘g;ri _d 8_L ot. =Zfdt oL _d 8_L ..
oy or, dt\ or, dt\ or, by or. dt\or

Integration iiber t —Null,
da or;(t;)=0r,(t,)=0

In Kap. 2.3 waren die Komponenten dri der Variation dr der Bahnkurve beliebige,
voneinander unabhingige (kleine) Gréfen und aus der Forderung 3S[r(t)]=0 folgten die
Lagrange-Gleichungen II. Art, da die Ausdriicke in den eckigen Klammern im letzten
Ausdruck verschwinden miissen. Jetzt sind die ori nicht voneinander unabhingig, sondern
iber die Nebenbedingungen miteinander gekoppelt: Da auch die variierten Bahnkurven die

Nebenbedingungen erfiillen miissen, ist

3N 3N
ga(g+8§,t)=ga(g,t)+zaaﬁ6ri +O((6ri)2), also z%&i =0, a=1,..,R

i=1 i i=1 i

fiir kleine dri .
Ein effektives und elegantes Verfahren zur Losung von Extremalproblemen mit Neben-
bedingungen ist die Methode der unbestimmten Multiplikatoren von Lagrange.

Lagrange betrachtete anstelle von S[r(t)] das Funktional

SEo1= [de Tt o LoD = Lb 0+ D 0, Mg, 00

mit zunédchst unbekannten Lagrange-Multiplikatoren A (t).

10



Es folgt

Sg[z(t)]=8tfdtf(z,i,t)— 3ZN] { t[ J ik(t) gu} r=0.
I.1

t, i=l ¢,

Weil wir die Nebenbedingungen noch nicht verwendet haben, sind jetzt alle dri unabhéngig

voneinander. Es muss also

R
;[ [ZLJ = Z ag“ ,1=1..3N Lagrange-Gleichungen I. Art
I I

a=1 1

gelten. Die Losungen r, (t;L(t)) der Lagrange-Gleichungen I. Art hingen von den Lagrange-
Multiplikatoren ab, die mit Hilfe der R Nebenbedingungen g, [ri (t;L(t)),t] =0 bestimmt

werden. Auf der rechten Seite der Gleichung stehen die Komponenten der Zwangskraft Zi .

FAZIT: Das Hamilton sche Variationsprinzip fiihrt, angewendet auf Systeme mit
Zwangbedingungen (Bewegungsbeschrankungen) auf Lagrange-Gleichungen 1. Art. Die

Zwangbedingungen werden zu Nebenbedingungen des Variationsproblems.

Bemerkung:
Im Fall nichtholonomer Zwangbedingungen gibt es i.a. keine "straightforward method" zur
Losung des Bewegungsproblems.

Liegen die nichtholonome Zwangbedingungen aber z.B. in differentieller Form entsprechend

3N
Zai (r)dr, =0 vor, wobei sind sie unter bestimmten Bedingungen einer holonomen

i=1
3N
Zwangbedingung der Form U(r) = const dquivalent. Dazu muss Zai (r)dr, =dU mit

i=1

a (r)= oy gelten (vollstidndiges Differential). Die notwendigen und hinreichenden

i

2
Bedingungen dafiir sind 03, = ou _2¢ (G_U) = 92y bzw. "rota=0".

or, Oror, _a_ri or, ) 0x,

11



] Beispiel: Kleine Kugel im Trichter (Reibung und Rotationsenergie vernachldssigen)

Die Bahnkurve eines Massepunkts, der sich unter dem Einfluss der Schwerkraft (g)
reibungsfrei auf der Innenseite eines Kreiskegels bewegt, haben wir bereits in Kap. 2.5 im
Rahmen von Lagrange II diskutiert. Hier soll die Losung gemal3 Lagrange I, also

einschlieBlich der Berechnung der Zwangskréfte skizzierte werden.

Aus Symmetriegriinden wéhlen wir Zylinderkoordinaten mit der z-Achse als Rotationsachse
des Kegels x =rcos¢, y =rsin¢, z.Die holonome Zwangbedingung g(r,z) =r—tga z=0
wird durch diese Koordinatenwahl nicht identisch erfiillt, also nicht eliminiert!

In Zylinderkoordinaten lautet die Lagrange-Funktion

L= %(rZ +r2(i)2 +22)_mgz = L(r,f,(i),Z,Z)-

Daraus finden wir leicht die Lagrange-Gleichungen 1. Art

mz=-mg+7Z, =—mg+k%:—mg—ktga,
z
m(i-r¢’) =27, :K%:K ,
or
m(r+2t ¢)=2, :ka—g:O.
o9

Die Zwangbedingung, zweifach nach der Zeit abgeleitet, liefert 1 —tgo Z =0, woraus sich
fiir den unbekannten Parameter A unter Verwendung der Ausdriicke fiir ¥ und Z die

Beziehung 0 = m¥ —tgo mZ = mr > + A—tgo (—mg — A tga) oder

_mr('p2 +mgtga

A= 5
l+tg a

= Mr(t), ¢(1)) .

12



Eingesetzt in die rechten Seiten der Bewegungsgleichungen folgt daraus
7+gsin‘a—r¢’sinacosa =0,

f—rd’sin‘a+gsinocosa =0  und
ro+2ro=0 - %(rch):O — mr’¢=const=L, .

Das bedeutet Drehimpulserhaltung wie im Kap. 2.5: ¢ taucht nicht in L auf, ist also zyklische

Koordinate.

Die anderen beiden Gleichungen stimmen unter Beriicksichtigung der Notation

Tkap27y = SINQ Ty, >, mit denen in Kap. 2.5 im Rahmen des Lagrange-II-Formalismus

abgeleiteten Bewegungsgleichungen iiberein. Die weitere Vorgehensweise ist in Kap. 2.5

bereits beschrieben.

Zusétzlich erhalten wir die Komponenten der Zwangskraft

Z, | = -1

Z= Z(p — () 0 _mro +n21gtg0L 0
I+tg a

Z, —tga tga

Bem.: An diesem Beispiel sehen wir, dass in Lagrange I krummlinige Koordinaten verwendet
werden konnen, um die Symmetrie des Problems auszunutzen. Diese sind dann keine
verallgemeinerten Koordinaten in dem Sinne, dass sie die Zwangbedingungen in Identitdten

verwandeln. Wire dies der Fall, konnte die Zwangskréfte nicht berechnet werden.

AuBlerdem liegt ein Beispiel mit A(t) = A(r(t),p(t)) vor, d.h., die Zwangskraft hingt von der

realisierten Bahnkurve ab. r(t) oder ¢(t) kann man iiber mr’¢ =L, eliminieren.

Es wire sicher interessant, einige Trajektorien durch numerische Integration zu ermitteln und

grafisch darzustellen, bzw. gleich ein Applet zu entwickeln.

13



[ Beispiel Kettenlinie

Auf ein klassisches Variationsproblem mit Nebenbedingung fiihrt die Beantwortung folgender
Frage: Welche Kurve y(x) beschreibt die Gleichgewichtslage eines Seils/einer Kette, das/die
an zwei Punkten P und P2 im Schwerefeld der Erde aufgehéingt ist?

Die Gleichgewichtslage ergibt sich aus der Bedingung minimaler potenzieller Energie

2 Xy Xy
Uly(x)] = Idmgy = gpIdX\/Hy'2 y= Idx f(y,y',x) = Min,
1 XIT X

Skizze

wobei wir die Dichte p der Einfachheit halber als konstant angesehen haben. Hier steht y' fiir
die Ableitung der Funktion y nach x und s bezeichnet die Bogenldnge. Das Minimum des

Funktionals U[y(x)] ist unter der Nebenbedingung konstanter Seillinge ¢ zu bestimmen, d.h.

Ly(x)] =de J1+y'"”? =const.

Im Sinne der Methode der Lagrange-Multiplikatoren haben wir anstelle der "Lagrange-

Funktion" f(y,y',x) zur Beriicksichtigung der Nebenbedingung das Funktional

f(y,y,%) =1+y? (y-21)

zu betrachten (der konstante Faktor p g ist unerheblich fiir die "Bewegungsgleichung"). Da

T die unabhéngige Variable x (die "Zeit") nicht enthilt, besitzen die dazugehorigen Euler-

Lagrange-Gleichungen ein erstes Integral, die "Energie"

12

"3 5? ) , ; 12
const =T == y'=l+y” (y -1 = (y -V =— = (-1 [{I+¥* -—2—|.
oy NIERA

Also ist
2
y—h = A = const oder y'zzw—l bzw. L:dx.
1+y” A (y-1)’
a7

14



Mit der Substitution coshz = %, d.h. dy = Asinhz dz folgt unter Ausnutzung von

Asinhz dz
sinhz

cosh’z—1=sinh’z sofort dx, also Az=x+B oder z= % +B. Daraus

ergibt sich nach Riicktransformation iiber z = cosh(% + B) = % letztendlich die gesuchte

Funktion

y(x) = Acosh(%+B}+k.

Der Lagrange-Parameter A und die Integrationskonstanten A und B werden aus den Rand-
und der Nebenbedingung bestimmt.

Wihlen wir z.B. als Aufthidngepunkte der Kette P, = (x,,y,) =(-10) und P, =(x,,y,) =(1,0),

so ergeben sich die beiden Bedingungen

0= ACOSh(—l+Bj+?\. und 0= Acosh(l+Bj+7» ,
A A
Skizze

also B =0 (denn cosh x ist eine gerade Funktion), d.h., — Acosh% =)\ ,und somit

X 1
x)=Acosh——Acosh—.
y(x) A A

Fiir die noch unbekannte Konstante A folgt aus der Nebenbedingung unter Verwendung von

dy .. x > X
'=—2 =sinh—,+/1+y'"* =cosh—
Y dx A Y A

1 1
ly(x)]= Idx 1+y” = Asinhl =A sinh(ij - sinh(— i)

J Al A A)l
also die transzendente Gleichung 2 Asinh% = ¢ zur Bestimmung von A bei gegebener

Seilldnge /.
Beachte: Wegen der Existenz des ersten Integrals war es ist nicht erforderlich, die Euler-
Lagrange-Gleichung 4 (ﬁj - (8 f] =0 zu losen.

dx | oy' a_y
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® Reibungskréaften, Rayleigh”sche Dissipationsfunktion

Bisher haben wir keine Reibungskrifte im Lagrange-Formalismus beriicksichtigt.
Um dies zu tun, gehen wir nun zuriick zu Kap. 1.4.9, in dem wir die Newtonsche

Bewegungsgleichung in krummlinigen Koordinaten geschrieben haben

r=r(q), i=zf: —X-qk ,f=...
mir=F i 94 s i G.L B oL =0, k=1,...,f=3N-R
o dt\ oq, 0q, .

I:(rlﬁ“"r3N) g:(ql""’qf)

Nach einigen Umformungen waren wir bei

£~gk=i(a.THaTJ (H5) mit e, (q)= -
dt aqk aqk - aqk

angelangt und hatten die linke Seite unter der Annahme, die Kraft F sei konservativ, weiter

vereinfacht.
Nun werden wir wie im Kapitel (1.4.8) bei der Diskussion zum Energieerhaltungssatz fiir

Massepunktsysteme die Kraft F in einen konservativen und einen dissipativen Anteil zerlegen
E-e =F". Sk +F? S
Den konservativen Anteil formen wir wie gehabt um

FE Lo = _oU o ZN: ouU or, __aU(C_l,t)

L& or aqk

i=1 r 8qk aqk

Fiir die Komponenten des dissipativen Anteils der Kraft machen wir den (stark

vereinfachenden!) Ansatz

Fi(D) =—y I

it
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Das bedeutet Reibungskrifte proportional zur Geschwindigkeit, v, sind die (konstanten)

Reibungskoeffizienten. Fiir diesen Fall definieren wir

3N
D(q,q,1) :Z% [fi(g,g,t)]2 — Rayleigh’sche Dissipationsfunktion
i=1

Dann folgt

1

3N . 3N ' 3N . 3N . oD(q, .t
F e =Y E? T 5y O o o oD o __OD\adY)
i=1 0q, io1 0q, i Of, 0q, i Of, 0Q, oq,

Im Zusammenhang mit der Umformung = ist zu beachten: 1, =r,(q,t) impliziert

. L or(q,t
dr, =t = o + Z iC! )qk =: 1.(q,q,t) . Diese Beziehung definiert 1(q,q,t) als Funktion
dt ot o 0q, - -

01(9,9,t) _ Ir(g,t) g

von q, q und t, fiir die offensichtlich Funktionen ilt.
- 0q, 0q,

Damit lauten die Lagrange-Gleichungen II. Art im Fall linear von der Geschwindigkeit

abhidngender Reibungskrifte

g( 6LJ_ oL oD _
dt\ 0q, ) 9q, 0q,
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