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4. Ubungsblatt — Theoretische Physik I: Mechanik

Abgabe: Bis Mo. 21.11.2016 10:00 im Briefkasten am Hintereingang des ER-Gebaudes
Bei den schriftlichen Ausarbeitungen werden ausfiihrliche Kommentare zum Vorgehen erwartet.
Dafiir gibt es auch Punkte! Bitte das Deckblatt von der Homepage verwenden! Die Abgabe erfolgt
in Dreiergruppen.

Aufgabe 8 (6 Punkte): Feder- und Fadenpendel

Eine masselose starre Stange ist am Punkt P aufgehingt (siehe
Skizze). Im Abstand [ ist eine Masse m; angebracht. AuBerdem
gleitet die Masse mo reibungsfrei an der Stange, sie unterliegt
nicht nur der Erdanziehungskraft sondern wird auch von einer ‘
masselosen Feder mit der Federkonstanten k und der Ruhelange m2
lp gehalten. Der Auslenkwinkel der Stange aus der Vertikalen sei ‘
©(t) und der Abstand der Masse mgy vom Aufhdngungspunkt sei

r(t).

(a) Indentifizieren Sie die verallgemeinerten Koordinaten, stellen Sie dann die Langrange-Funktion
sowie die Lagrange-Gleichungen auf.
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(b) Priifen Sie die Plausibilitdt der in (a) hergeleiteten Bewegungsgleichungen, indem Sie die
Grenzfille ¢(t) = ¢ und r(t) = [ betrachten.

(c) Losen Sie die in (a) gefundenen vollstandigen Bewegungsgleichungen numerisch mit einem
Programm |hrer Wahl (etwa die Funktion NDSolve in Mathematica). Nehmen Sie dazu
sinnvolle Werte fiir die Konstanten m, ma, [, ly, k sowie die Anfangsbedingungen r(0), 7(0)
und ¢(0),¢(0) an. Plotten Sie die Losungen fiir r(¢) und ().

(d) Bonus: Plotten Sie die Ergebnisse aus (c) als Phasenraumportrait 7(¢) gegen r(t). Betrach-
ten Sie auch die in (b) beschriebenen Spezialfille. Diskutieren Sie lhr Ergebnis.

Aufgabe 9 (5 Punkte): Tischplatte mit Loch

Zwei Massen m und M sind durch einen Faden der Lange [ ver- VA
bunden. Dieser ist durch ein Loch in einer Tischplatte gefadelt. ldg ¢ ., /
x

Die Masse m befindet sich auf der Tischplatte und kann auf
der Tischebene reibungsfrei rotieren. Die Masse M hangt im
Abstand s zur Tischplatte und bewegt sich nur in z-Richtung.

—@® M

(a) Identifizieren Sie die verallgemeinterten Koordinaten und bestimmen Sie die Lagrange-
Funktion L.

(b) Stellen Sie die Bewegungsgleichungen auf. Enthalten die Bewegungsgleichungen eine zykli-
sche Koordinate? Wenn ja, welche ErhaltungsgréBe beschreibt diese?

Bitte Riickseite beachten!—
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Aufgabe 10 (2 Punkte): Vereinfachte Euler-Lagrange-Gleichung

Fiir den Fall einer zeitunabh&ngigen Lagrangefunktion L = L(q, ¢) in einer Koordinate ¢ kann die
Euler-Lagrange-Gleichung als

oL
L —qaq C (1)

geschrieben werden, wobei C' eine Konstante ist. Beweisen Sie dies.

Aufgabe 11 (7 Punkte): Brachystochronenproblem (1.5+2.54-2=6 Punkte)
An Bord eines Flugzeuges ist nach der Landung A

ein Feuer ausgebrochen. Die Passagiere miissen

iber eine Notrutsche aussteigen, auf der sie rei- _
bungsfrei herabgleiten. Sie miissen dabei nicht

nur den Hohenunterschied yo bewdltigen, son- yO
dern sich aus Sicherheitsgriinden auch noch den

Abstand xg vom Flugzeug entfernen. Bestimmen

Sie die optimale Form (Bahn) der Rutsche, damit

die Passagiere das Flugzeug auf dem schnellsten X
Wege verlassen konnen. 0

(a) Zeigen Sie, dass das Funktional T'[y] durch

1+y/2
29(yo — ¥y

Tly()

gegeben ist. Folgern Sie dies aus der Energieerhaltung.

(b) Leiten Sie aus der Extremalbedingung g([g% = 0 mit Hilfe der Formel in Aufgabe 10 eine

Differentialgleichung fiir y(z) her. Diese Differentialgleichung sollte dquivalent sein zu

29(yo —y)(1+y%) =C
wobei C' eine Konstante sei. .

(c) Zeigen Sie, dass die Losung der obigen Differentialgleichung durch

2 2
7 (5 —sin(s)) und y=y(s) =yo — (1 —cos(s)),

wobei s ein Parameter sei, gegeben ist. Stellen Sie mit Hilfe der Randbedingungen eine
Bestimmungsgleichung fiir die Integrationskonstante c auf.

(d) Bonus: Zeigen Sie, dass man von jedem Startpunkt auf der Rutsche die gleiche Zeit
bendtigt, um zum Minimum (charakterisiert durch s = ) zu gelangen.
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