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Aufgabe 36: Landauentwicklung einer bindren Mischung |

Eine Legierung (z.B. Messing) bestehe aus N4 Atomen des Typs A und Np Atomen des Typs
B, stellt also eine sog. bindre Mischung dar. Die Atome sind in einem kubischen primitiven Gitter
angeordnet und wechselwirken nur mit ihren 6 nachsten Nachbarn. Die Wechselwirkungsenergie
hat den Wert —J (anziehend) zwischen gleichen Atomen (A — A und B — B) und den Wert +.J
(abstoBend) zwischen verschiedenen Atomen (A — B). Es gilt J > 0.

(a) Bei festen N4 und Np, in welcher Konfiguration ist die Energie minimal?

(b) Berechnen Sie die Gesamtwechselwirkungsenergie U unter der Annahme, dass die Atome
zufdllig auf N Platzen ohne Korrelationen verteilt sind.

Hinweis: Betrachten Sie wie oft die verschiedene Verbindungsarten (z.B. A— B) auftreten konnen,
und welchen Beitrag diese zur Gesamtenergie liefern.

Aufgabe 37 (4 Punkte): Landauentwicklung einer bindren Mischung Il

(a) Berechnen Sie die Mischungsentropie S unter der Annahme N4, Np > 1. Verwenden Sie
die Stirlingformel In N~ NIn N — N.

(b) Berechnen Sie die Freie Energiedichte f = F//N = (U — T'S)/N als Funktion des Ord-
nungsparameters ¢ = (N4 — Np)/N mit der Wechselwirkungsenergie U aus Aufgabe 36.
Entwickeln Sie f(¢) bis zur vierten Ordnung in ¢:
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f(9) = ao(T) + ¢* + ot
Solch eine Entwicklung nennt man Landauentwicklung. Zeigen Sie, dass f(¢) unterhalb
einer kritischen Temperatur T, nicht mehr {berall konvex ist und skizzieren Sie f(¢) fiir

T>1T,T=T,T<T.und T =0.
Rechnen Sie im folgenden mit der gendherten freien Energiedichte weiter.

(c) Bestimmen Sie die sogenannte Spinodale ¢4, (T"). Diese begrenzt den Bereich ¢ < |¢4,(T)],
indem f(¢) fir T' < T, nicht konvex ist. Dieser Bereich ist charakterisiert durch eine Phasen-
separation in von A bzw. B Atomen dominierte Bereiche mit ¢ = +¢,(T"), wobei £¢¢q(T)
die freie Energiedichte f(¢) minimiert. Bestimmen Sie ¢¢q(T"). Zeichnen Sie £¢¢q(T") und
+¢5p(T') in ein (T, ¢) Diagramm ein. Berechnen Sie den kritischen Exponenten 3 (siehe
Aufgabe 32 (d)).

A Aufgabe 38 (6 Punkte): Ginzburg-Landau Theorie
Fiir allgemeine inhomogene Systeme im Nichtgleichgewicht, d.h. solche mit orts- und zeitabhangi-
gem Ordnungsparameter ¢(r,t), wird die Freie Energie zu einem Funktional verallgemeinert:

Flo ) = [ @r{#(6)+ J(vor}.

mit der Landauentwicklung f(¢) aus Aufgabe 37. Der Term %(qu)2 mit v > 0 beriicksichtigt
Inhomogenitaten von ¢.
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Die Variation von F' beschreibt nun die Energiednderung, wenn Atome (oder i.A. Teilchen)
die Position andern. Wir fassen diese Anderung daher als chemisches Potential auf mit

= %- Zeigen Sie, dass man zusammen mit dem 1. Fick'schen Gesetz j = —DVu und
der Kontinuitatsgleichung zur sog. Cahn-Hilliard Gleichung gelangt:
o¢

5 DV? [as¢ + asd® — yV?9] .

Hinweis: Die Variationsableitung ist definiert iiber f%éd)dSr = %F[gﬁ—i—eégﬁ]!ezo. Ver-
wenden Sie auBerdem die partielle Integration im Volumen: fv Vw-vd’r = favw v-dS —

fva-Vd3r.

Linearisieren Sie die Cahn-Hilliard Gleichung fiir den Fall niedriger Temperaturen (d.h. Pha-
senseparation) und machen Sie die Gleichung dimensionslos mit % — %a% und V" — L V7.
Die resultierende Gleichung sollte lauten:

oo
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o7 = ~Vi[3o+Vid] .

Geben Sie 7 und X an.

Geben Sie die Fourier-transformierte (z — k) der linearisierten Cahn-Hilliard Gleichung
an. Stoérungen welcher Wellenlange (im k-Raum) werden gedampft, welche verstarkt? Fiir
welche Wellenlange ist die Verstarkung maximal?



