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Aufgabe 34 (10 Punkte): Bonusaufgabe: Noether-Theorem fiir Felder

In dieser Aufgabe werden wir mit Hilfe von Noether's Theorem, welches Symmetrien und Er-
haltungsgroBen verbindet, den Energie-Impuls-Tensor fiir ein skalares Feld. Kurz gefasst, besagt
Noether's Theorem, dass zu jeder kontinuierlichen Symmetrie eine assoziierte ErhaltungsgréBe
existiert. Wir beginnen der Einfachheit halber mit einer skalaren Feldtheorie. Betrachte das Wir-
kungsintegral

S[8] = / ' 2L(6,0a), (1)

wobei L(¢, d,¢) die Lagrangedichte ist und ¢ ein skalares Feld. Wir nehmen an, dass £ nicht
explizit von den Koordinaten abhangt. Die Euler-Lagrange-Gleichungen der Bewegung sind
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Wir nennen eine kontinuierliche Transformation
p(z) = ¢'(x) = ¢(x) + do(x) (3)

eine Symmetrie der Wirkung .S, wenn die Lagrangedichte £ sich durch eine 4-er Divergenz dndert,
also

L(},0a0) = L(},0a0) + 0o K (2) (4)
fiir beliebiges ¢(x). Mit anderen Worten, L = 0, K“(z).

(a) Nehmen Sie an, dass die Wirkung, wie oben definiert, invariant unter einer Symmetrie ist.
Zeigen Sie, dass die GroBe
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erhalten ist, dass also 9,j¢ = 0 gilt. Dann heiBt die zur speziellen Symmetrie gehdrige
ErhaltungsgroBe j* Noether-Strom. Hinweis: Berechne die Variation von L direkt ( “Ketten-
regel” ) und verwende die Bewegungsgleichung. Randterme kénnen hier nicht vernachldssigt
werden!
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Der Energie-Impuls-Tensor ist definiert als der Noether-Strom, welcher mit der Symmetrie beziiglich
der konstanten Raumzeit-Translation x, — =, + €, einhergeht. Es ist niitzlich die Raumzeit-
Translation als Feldtransformation zu schreiben. Dafiir definiert man ein neues Feld

¢(2) = p(z — &) = ¢(x) — " 0ad(x) (6)

Da wir vier unabhidngige Translationen betrachten, existieren somit vier erhaltene Strome. Wir
erwarten, dass die Stréme folgende Form haben j¢ = —Taﬁsﬁ . Die Koeffizieten T bilden den
Energie-Impuls-Tensor.

Bitte Riickseite beachten!—
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(b) Berechnen Sie 0L fiir diesen Fall und identifizieren Sie K¢ und d¢. Benutzen Sie diese
Ausdriicke, um 5% zu finden und bestimmen Sie den Energie-Impuls-Tensor T°%.

Man kann Vorangegangenes auch fiir mehrere Felder verallgemeinern ¢;, wobei i einen Index dar-
stellt, welcher die Felder durchnummeriert. Ein Ergebnis aus der Verallgemeinerung, angewendet
auf die Maxwell- Theorie, fiihrt auf den Energie-Impuls-Tensor der Elektrodynamik. (Um noch
etwas praziser zu sein, soll an dieser Stelle angemerkt werden, dass der Energie-Impuls-Tenser,
welcher sich als Noether-Strom aus der Translationsinvarianz ergibt, nicht eichinvariant ist. Dies
kann jedoch auch mit etwas Aufwand erreicht werden und man erhilt den , richtigen“Energie-

Impuls-Tensor.)
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