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IF Aufgabe 30 (20 Punkte): Geigensaite (schriftlich, 34+342+2+4+3+3)
Die Auslenkung einer Saite wird beschrieben durch die Wellengleichung:

Pw 50w

=0 mit w=w(x,t).

I. Sinusformige Auslenkung
Losung nach D’Alembert

(a) Zeigen Sie, dass man durch die Transformation z; = x—ct, zo = x+ct aus Gleichung ([30.1))
die partielle Differentialgleichung
0%w
=0
82162’2

erhalt.

(b) Leiten Sie mit Hilfe dieser Gleichung die allgemeine Lésung

1 1 x+ct
w(z,t) == <w(:v +ct,0) + w(x — ct,0) + — / w(z,0) d92'>
2 CJaz—ct
in Abhiangigkeit einer gegebenen Anfangsauslenkung w(x,0) und Anfangsgeschwindigkeit
w(z,0) her. (Fir den Beweis durch Einsetzen in die oberen Gleichungen gibt es keine
Punkte.) Hinweis: Schreiben Sie ihren Losungsansatz geschickt in zwei Summanden und
nutzen Sie die Definitionen von z; und 29 aus (a).

(c) Bestimmen Sie nun w(x,t) fiir eine an den Réndern fest eingespannten Saite (w(0,t) =
w(l,t) = 0) der Lange I mit Anfangsbedingungen w(z,0) = wo sin(7z/l) und w(z,0) = 0.
Interpretieren Sie die Losung.

Lésung nach Fourier/Bernoulli

(d) Separieren Sie Gleichung (30.1)) in einen Orts- und einen Zeitanteil mit Hilfe des Ansatzes
w(z,t) = X (x)T'(t) und leiten Sie die allgemeine Losung
w(z,t) = [Acos(wt) + Bsin(wt)] - [C’ cos <%> + Dsin (wix)}
c c
her. (Auch hier gibt es keine Punkte fiir den Beweis durch Einsetzen in die oberen Glei-
chungen.)

(e) Verwenden Sie die Anfangs- und Randbedingungen aus (c) um w(x,t) zu bestimmen.
Vergleichen Sie mit dem Ergebnis aus (c).

Bitte Riickseite beachten!—
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Il. Rechteckformige Auslenkung
Betrachten Sie nun eine Saite mit den gleichen Randbedingungen wie in (c) und den Anfangs-
bedingungen

und  w(z,0)=0.

(2,0) wo fir /4 <z <3/41
w(x,0) =
0 sonst

Losung nach D'Alembert

(f) Bestimmen Sie w(z,t) mit Hilfe von (b) und skizzieren Sie w(x, t) fiir verschiedene Zeiten
zwischen t =0 und t = [/c.
Hinweis: Setzen Sie die Lésung w(x,t) an den Randern geeignet fort um die Randbedin-
gungen stets zu erfiillen. Das heiBt, Sie stellen sich vor, die Saite wird liber die Rander
hinaus fortgesetzt und auf den zusatzlichen (virtuellen) Stiicken befinden sich ebenfalls
Schwingungen. Nutzen Sie dann das Prinzip der Superposition an den Randern.

Lésung nach Fourier/Bernoulli

(g) Bestimmen Sie w(z,t) mit Hilfe von (d).
Hinweis: Berechnen Sie das Integral fé w(z,0)sin(nrz/l) de zur Bestimmung der Koeffi-
zienten der allgemeinen Losung. Verwenden Sie die Orthogonalitatsrelation

1
1
/ sin(nmx) sin(mnrz) de = §5nm
0

fir n,m € N\ {0}.

m Aufgabe 31 (4 Punkte): Klassifizierung von Zwangsbedingungen
Skizzieren Sie die folgenden Systeme und klassifizieren Sie sie jeweils nach den Attributen: skle-
ronom oder rheonom, holonom oder nichtholonom, konservativ oder nichtkonservativ.

a) Eine Kugel, die auf einer festen Kugel reibungsfrei hinunterrollt.

b) Ein Zylinder, der eine rauhe, schiefe Ebene (Neigungswinkel «) herabrollt.

()
(b)
(c) Ein Teilchen, das auf der rauhen Fléche eines Rotationsparaboloides hinuntergleitet.
(d)

d) Ein Teilchen, das sich ldngs eines sehr langen Stabes reibungslos bewegt. Der Stab rotiert

mit der Winkelgeschwindigkeit w in einer vertikalen Ebene um eine horizontale Achse.
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